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Abstract
This is the abstract.




Este documento está escrito en R Markdown (http://rmarkdown.rstudio.com). Esta aplicación de RStudio
es una sintaxis de formato simple para la creación de documentos y presentaciones en HTML, PDF y MS
Word.
Cómo ejecutar un programa y guardar los resultados
Podemos usar R de modo interactivo: introducimos una orden en la consola y R nos responde en la
línea siguiente; pero cuando cerramos el programa no queda ninguna constancia de nuestra actividad. Sin
embargo, R nos ofrece la posibilidad de construir scripts (guiones), que consisten simplemente en archivos de
instrucciones/órdenes en los que se recoge toda nuestra actividad: qué datos leemos, qué transformaciones les
aplicamos, qué medidas descriptivas calculamos, qué gráficos hacemos, qué análisis estadístico desarrollamos,
etc.
Los programas de R tienen extensión .R. Cuando guardamos el script, guardamos sólo las instrucciones, no
los resultados. Si queremos volver a ejecutar el programa para recuperar los resultados, tenemos que cargarlo
en la memoria de R utilizando la función source()
source("myprogram.R")
Por defecto, todos los resultados aparecen en la consola de R. Existe, sin embargo, la posibilidad de enviar
los resultados directamente a un fichero externo usando el comando sink()
args(sink)
## function (file = NULL, append = FALSE, type = c("output", "message"),
## split = FALSE)
## NULL
Valores predeterminados de los argumentos de esta función:
• append=FALSE: sobrescribimos el fichero en lugar de agregar los nuevos resultados a continuación de los
ya guardados.
• slpit=FALSE: los resultados se envían directamente al fichero de salida y no se imprimen en pantalla.
Si TRUE, se envían a ambos.
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Veamos un ejemplo:
sink("myouput.txt") #Redirige los resultados al fichero de salida
x<-2+2
x
sink() #Esta orden devuelve la salida de nuevo a la pantalla.
Mientras en la pantalla aparecen solamente los comandos, el fichero myouput.txt contiene el valor del objeto
x. A partir de la instrucción sink(), los resultados aparecen de nuevo en la consola de R.
Si ejecutamos un comando para dibujar un gráfico, se abre una ventana gráfica en R, pero también se pueden
dibujar gráficos directamente en un archivo externo sin tener que abrir ninguna ventana gráfica. El comando









plot(x) #instrucción genérica para obtener un gráfico
dev.off()
Entorno de trabajo (workspace)
Podemos visualizar/cambiar el directorio de trabajo a través de la ventana inferior derecha de RStudio que
muestra el directorio de trabajo (pestañas Files > More: go to working directory/set as working directory).
Si no especificamos un directorio, R asume que nuesto archivo está en el directorio de trabajo actual. Si




El comando ls() visualiza todos los objetos que tenemos en el directorio de trabajo.
ls()
## character(0)
Si quiero eliminar alguno de estos objetos, utilizaré el comando rm() especificando el nombre del objeto a
eliminar. rm(list=ls()) limpia la memoria de todos los objetos que estén en ella.
Para visualizar todas las opciones predeterminadas que usa R ejecutamos
options()











En ocasiones puede que queramos cambiar algunas opciones sólo de modo temporal o en una parte concreta




#Escribo mi programa aquí
options(defaultopts)
Cómo obtener ayuda
El menú general de opciones de ayuda help.start() nos da acceso a manuales y guías de referencia. Si lo
que queremos es buscar en los manuales y librerías de R una palabra o un concepto específico usamos
help.search("covariance")
??covariance
También podemos buscar en la web de R si existe una función que implemente, por ejemplo, el filtro de
Kalman. Esta búsqueda nos devuelve como resultado una página web.
RSiteSearch("Kalman")
Si estamos interesados en acceder a la ayuda de un comando (función) específico
help(rnorm)
?rnorm
Si lo que queremos es visualizar los argumentos o el código de ese comando, usaremos respectivamente
args(rnorm)
## function (n, mean = 0, sd = 1)
## NULL
rnorm
## function (n, mean = 0, sd = 1)
## .Call(C_rnorm, n, mean, sd)
## <bytecode: 0x0000000018a6be58>
## <environment: namespace:stats>
Para visualizar un listado de todas las funciones que conienten ese comando
apropos("rnorm")
## [1] "rnorm"
Para reproducir un ejemplo que utilice el comando que usamos
example(rnorm)
Equivalentemente, la ventana inferior derecha de RStudio contiene una pestaña de ayuda (Help). Además,
en el menú principal, el icono de Help nos da acceso al chuletario Cheatsheet.
3
También podemos encontrar ayuda en foros de programadores como Stack Overflow. El enlace se corresponde
al foro en español, aunque el foro en inglés es más amplio. El éxito en estos foros se mide en términos de que
alguien responda a tu pregunta, así que es imprescindible aprender a formular preguntas de modo eficiente.
De hecho, tienen una guía sobre cómo se hace una buena pregunta.
Librerías
Cuando instalamos R se incorporan por defecto numerosos paquetes de base. Sin embargo, muchas de las
funciones no de base que utilizamos de R se almacenan en librerías específicas, así que es frecuente que
tengamos que instalar un paquete antes de empezar a trabajar. En la web de R podemos consultar una lista
de todos los paquetes disponibles. Podemos ver una lista de los paquetes instalados en nuestro ordenador
ejecutando
library()
Para instalar un paquete utilizamos el comando install.packages("nombrepaquete"). También podemos
usar la ventana inferior derecha de RStudio que muestra los paquetes para instalarlos directamente (pestaña
Packages). Por el contrario, remove.packages("nombrepaquete") desintalada el paquete del disco duro de
nuestro ordenador.
La función old.packages() compara los paquetes que tenemos instalados en nuestro ordenador con los que
se encuentran en CRAN, y nos proporciona una lista de aquellos que cuentan con una versión más moderna.
Para actualizarlos basta con ejecutar update.packages().
Es importante distinguir entre tener un paquete instalado en el ordenador y tenerlo cargado en memoria.
Podemos ver una lista de los paquetes cargados en la memoria ejecutando
search()
## [1] ".GlobalEnv" "package:stats" "package:graphics"
## [4] "package:grDevices" "package:utils" "package:datasets"
## [7] "package:methods" "Autoloads" "package:base"
Una vez descargado e instalado el paquete (¡¡esto sólo es necesario hacerlo una vez!!), para utilizar las funciones
que contiene debemos cargarlo en memoria mediante
library(foreign)
La librería foreign contiene las funciones necesarias para leer y escribir datos que tienen formatos de otros
programas como SAS, SPSS o Stata.
Para saber el directorio en el que guardamos las librerías usamos
.libPaths()
## [1] "C:/Users/romin/Documents/R/win-library/3.4"
## [2] "C:/Program Files/R/R-3.4.3/library"
Otro paquete muy útil es datasets, el cual contiene todas las bases de datos integradas en R. El comando
data() nos dará una lista de los datos disponibles en el sistema base. Para visualizar una lista con los
nombres utilizamos el comando ls
ls("package:datasets")[1:4]
## [1] "ability.cov" "airmiles" "AirPassengers" "airquality"
Si lo que queremos es una lista de todas las bases de datos disponibles en todos los paquetes de R, no sólo
las integradas en datasets, utilizamos data(package = .packages(all.available = TRUE)).
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Por el contrario, si buscamos los datos de una librería específica, por ejemplo, MASS (Modern Applied Statistics
with S), primero tenemos que cargar dicha librería y después podemos visualizar una lista con los nombres de
las bases de datos incluídas en ese paquete.
library(MASS)
ls("package:MASS")[1:6]
## [1] "abbey" "accdeaths" "addterm" "Aids2" "Animals" "anorexia"
Después, para cargar en la memoria una base de datos de esa librería, por ejemplo Aids2, que contiene los
datos de supervivencia con VIH en Australia, usamos
data(Aids2)
Tipos de datos
Todos los elementos que maneja R son objetos: un valor numérico es un objeto, un vector es un objeto, una
función es un objeto, una base de datos es un objeto, un gráfico es un objeto, una tabla es un objeto. . . Cada
clase de objeto tiene diferentes atributos que determinan la forma en que trabajan dentro de R.
R es un lenguaje orientado a objetos, lo que hace que diversas “funciones genéricas” se comporten de manera
distinta según el objeto al que se aplican; pudiendo incluso no hacer nada (o producir un error) si se le
pasan argumentos de una clase inadecuada. Ejemplo de ello son las funciones summary(), print(), plot() y
mean() que devuelven una información distinta según el objeto al que sean aplicadas. Para visualizar el tipo
de objetos a los que podemos aplicar estas funciones:
methods(mean)
## [1] mean.Date mean.default mean.difftime mean.POSIXct mean.POSIXlt
## see '?methods' for accessing help and source code
methods(plot)[1:3]
## [1] "plot.acf" "plot.correspondence" "plot.data.frame"
methods(summary)[1:3]
## [1] "summary.aov" "summary.aovlist" "summary.aspell"
methods(print)[1:3]
## [1] "print.abbrev" "print.acf" "print.AES"
R admite como tipo de datos básicos valores numéricos, caracteres y valores booleanos. Los distintos tipos
de datos pueden almacenarse en variables que se identifican con un nombre. Los nombres de variables deben
comenzar por una letra seguida de más letras, dígitos o los caracteres punto . o subrayado _. Se diferencia
entre mayúsculas y minúsculas. Los nombres de las variables deben ser informativos utilizando por convenio
el . para separar distintas palabras.
Para almacenar datos en una variable se utiliza el operador de asignación <-. Este operador asigna un valor
a un nombre (expresión <- valor). Las órdenes se separan mediante ; o mediante un cambio de línea. El
carácter #indica que lo escrito a continuación es un comentario. Los comentarios son de de una línea.
y <- 5; print(y) #Imprime de manera explícita
## [1] 5
Si una expresión se utiliza como una orden por sí misma, su valor se imprime en pantalla y se pierde. Por




• Tipos de datos (clases) básicos o atómicos
1. character : carácter/alfanumérico/cadena de texto (strings)
2. numeric: número real
3. integer : número entero
4. complex: número complejo
5. logical: valor lógico o booleano TRUE (verdadero)/FALSE (falso). Estos valores también se represen-
tan por T/F
En su forma predeterminada, R trata los números como objetos numéricos (i.e. números reales tipo double).
Si explícitamente queremos que sea un entero, tenemos que especificar el sufijo L (ej.: 1 es un objeto numérico
mientras que 1L es un entero)






















El valor NaNrepresenta un valor no definido (“Not a Number”). También podríamos interpretarlo como un




- NA : “Not Available”, no disponible.
- NULL : objeto “vacío”
- NaN : “Not a Number”, no es un número (ej.: log(-1), sqrt(-1))
R utiliza diferentes estructuras de datos. La estructura más simple es el vector. Un número, por sí mismo, se
considera un vector de longitud uno.
• Estructuras de datos
– vector : colección de uno o más objetos del mismo tipo (ej. caracteres, números. . . ). Esta
característica hace que se los denomine vectores atómicos (atomic vectors).
– Missing value: Normalmente en R se codifican como NA
– factor : variables cualitativas que se pueden incluir en los modelos
– matrix: vector de dimensión múltiple en el que las columnas deben ser de la misma clase y
longuitud
– data frame: vector de dimensión múltiple que permite valores de clases diferentes pero de igual
longuitud
– list: vector que admite valores de clases diferentes
– time series:
– POIXct, Date: Fechas/horas
Vectores
Generación de vectores
En R existen varias funciones para generar vectores:
• concatenación c(): función que combina objetos (homogéneos) en un vector
x <- c(0.5, 0.6); class(x) # numeric
## [1] "numeric"
x <- c(TRUE, FALSE); class(x) # logical
## [1] "logical"
x <- c(T, F); class(x) # logical
## [1] "logical"
x <- c("a", "b", "c"); class(x) # character
## [1] "character"
x <- c(1L,7L); class(x) # integer
## [1] "integer"
x <- c(1+0i, 2+4i); class(x) # complex
## [1] "complex"
• paste() (vector de caracteres): Esta función permite concatenar todos los vectores de caracteres que
se le suministran y construir una sola cadena de caracteres. También admite argumentos numéricos,
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que convierte en caracteres. En su forma predeterminada, en la cadena final, cada argumento original
se separa del siguiente por un espacio en blanco.
args(paste)




## [1] "Raíz de 0 es 0" "Raíz de 2 es 1.414" "Raíz de 7 es 2.646"
Esta función es muy útil para crear nombres de variables. Utilizando el argumento sep podemos establecer
que la separación sea vacía.
labs <- paste(c("X","Y"), 1:10, sep="") # No hay separación entre argumentos
labs; class(labs)
## [1] "X1" "Y2" "X3" "Y4" "X5" "Y6" "X7" "Y8" "X9" "Y10"
## [1] "character"
• operador : (vector numérico): crea una secuencia de números enteros consecutivos from:to
x <- 1:10; x; class(x) #orden ascendente
## [1] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
## [1] "integer"
x <- 10:1; x; class(x) #orden descendente
## [1] 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1
## [1] "integer"
x <- 2.5*1:5; x; class(x) #Este operador tiene prioridad en una expresión (en ausencia de paréntesis)
## [1] 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5
## [1] "numeric"
• secuencia seq() (vector numérico): función que crea una secuencia regular
args(seq.default)
## function (from = 1, to = 1, by = ((to - from)/(length.out - 1)),
## length.out = NULL, along.with = NULL, ...)
## NULL
¿Cómo pasamos los argumentos de las funciones? Los argumentos que tienen nombre, se asignan de acuerdo al
nombre y pueden colocarse en cualquier posición. Los valores predeterminados no necesitan ser especificados.
x <- seq(from=1, to=10, by=1); x; class(x)
## [1] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
## [1] "numeric"
x <- seq(by=2,1,7); x
## [1] 1 3 5 7
Si no especificamos el nombre del argumento, se asignan de acuerdo a su posición.
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x <- seq(0,10,5); x
## [1] 0 5 10
Completa los nombres parciales que usamos para los argumentos.
x <- seq(0,10,len=5); x
## [1] 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0
• repetición rep() (vector numérico): función que crea una secuencia repetida
rep(x, times = 1, length.out = NA, each = 1)
x <- rep(c(1,2),5) ; x; class(x)
## [1] 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
## [1] "numeric"
x <- rep(1:4, c(2,1,2,1)); x
## [1] 1 1 2 3 3 4
x <- rep(1:4, each = 2, len = 10); x
## [1] 1 1 2 2 3 3 4 4 1 1
x <- rep(1:4, each = 2, times = 3); x
## [1] 1 1 2 2 3 3 4 4 1 1 2 2 3 3 4 4 1 1 2 2 3 3 4 4
• Crear un vector lógico aplicando una condición lógica a otro vector. Los operadores de comparación,
lógicos o booleanos son los habituales.
Operador Descripción
< menor a
<= menor o igual a
> mayor a
>= mayor o igual a
== igual a
!= distinto de
!x NO x (negación de x)
x & z x y z (intersección/conjunción)
x | z x o z (unión/disyunción)
xor(x,y) OR exclusivo: devuelve TRUE si y solo si un argumento es verdadero
Veamos un ejemplo:
x <- -3:4; y <- x>=0; x; y; class(y)
## [1] -3 -2 -1 0 1 2 3 4
## [1] FALSE FALSE FALSE TRUE TRUE TRUE TRUE TRUE
## [1] "logical"
El vector y es un vector de la misma longitud de x y cuyos valores serán, respectivamente, T o F de acuerdo a
que los elementos de x cumplan o no la condición indicada: ser mayores o iguales a 0.
• vector(): crea un vector vacío
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x <- vector("numeric", length = 10); x; class(x)
## [1] 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
## [1] "numeric"
Coerción
En el caso de concatenar objetos de diferentes tipos, R reasigna los elementos a la clase apropiada (i.e. la
opción que no se presta a ambigüedades) para que así todos los elementos del vector sean de la misma clase.
y <- c(1.7, "a"); y; class(y) # El resultado de numeric y character es character
## [1] "1.7" "a"
## [1] "character"
y <- c(TRUE, 2); y; class(y) # El resultado de logical y numeric es numeric
## [1] 1 2
## [1] "numeric"
y <- c("a", TRUE); y; class(y) # El resultado de character y logical es character
## [1] "a" "TRUE"
## [1] "character"
En R es posible “forzar” (coerce) la conversión de una clase de datos en otra, mediante comandos de la forma
as.*. Por ejemplo:
x <- 0:6; class(x)
## [1] "integer"
as.numeric(x)
## [1] 0 1 2 3 4 5 6
as.logical(x)
## [1] FALSE TRUE TRUE TRUE TRUE TRUE TRUE
as.character(x)
## [1] "0" "1" "2" "3" "4" "5" "6"
as.complex(x)
## [1] 0+0i 1+0i 2+0i 3+0i 4+0i 5+0i 6+0i
Si proponemos una coerción sin sentido, R nos dará como resultado NA.
x <- c("a", "b", "c")
as.numeric(x)
## Warning: NAs introduced by coercion
## [1] NA NA NA
as.logical(x)
## [1] NA NA NA
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Algunas funciones útiles con vectores
• length(): longuitud (número de elementos) de un vector
• names(): Asigna nombres a los valores de un vector
constants <- c(3.1416,2.7183,1.4142,1.6180)
constants
## [1] 3.14 2.72 1.41 1.62
names(constants) <- c("pi","euler","sqrt2","golden")
constants
## pi euler sqrt2 golden
## 3.14 2.72 1.41 1.62
length(constants)
## [1] 4
• is.vector(): Devuelve T si el objeto es un vector, F si no lo es. Como los vectores son atómicos,





• Algunas funciones matemáticas (fórmulas que operan vectorialmente): round() redondeo al número
de decimales requerido; trunc() truncación al número entero más próximo; ceiling() redondeo al
número entero superior; floor() redondeo al número entero inferior; abs() valor absoluto; sqrt() raíz
cuadrada; exp() función exponencial; log() o ln() función logarítmica (base e); log10() logaritmo
en base 10; scale() centrado y escalado de una variable.
• Algunas funciones estadísticas (funciones que devuelven estadísticos o resúmenes con información
acerca del vector al que se aplican): sum() sumatorio de los valores del vector; prod(x) productoria;
range() valores mínimo y máximo del vector; min() mínimo; max() máximo; which.max() índices del
valor máximo; which.min() índices del valor mínimo; mean() media; sd() desviación estándar; var()
varianza; quantile() cuartiles de la distribución; median() mediana ; IQR() rango intercuartílico;
mad() desviación mediana absoluta ; cov() covarianza ; cor() correlación; summary() resumen del
vector, incluye varios valores relevantes (mínimo, máximo, media, mediana, cuartiles).
• dim(): dimensión de un objeto en R
dim(constants)
## NULL
El resultado es simplemente NULL, es decir, no tiene una dimensión asociada. Los vectores no tienen dimensión
en R, más allá de que en álgebra se considera que son estructuras unidimensionales. Esto es, los vectores no
son fila o columna, sino que simplemente son una secuencia de valores homogéneos. Sin embargo, cuando




Usamos los corchetes [] para especificar/extraer los elementos de un vector. Para acceder a un dato utilizamos
su índice, el cual debe ser un número entero. Así, es posible acceder al valor que ocupa la posición i dentro




Si lo que queremos es acceder a un subconjunto de datos podemos utilizar otro vector con los índices
correspondientes. Existen distintas formas de indexar vectores:
• Vector de números naturales positivos. El resultado es un vector formado por los elementos del vector





## pi golden sqrt2
## 3.14 1.62 1.41










• Vector lógico. La expresión lógica será evaluada, componente a componente, como un 0 (F) o un 1 (T),
y se devolverán los datos que corresponden a TRUE en el vector lógico.
constants > 2
## pi euler sqrt2 golden
## TRUE TRUE FALSE FALSE
as.numeric(constants>2)






Ya conocemos las operaciones lógicas. Las operaciones aritméticas son: suma +, resta -, multiplicación *,
división /, potenciación ˆ, y división entera (%/% devuelve el cociente entero de la división y %% el módulo o
resto de la división). Por ejemplo, 5%/%2 es 2 y 5%%2 es 1.
En R, las operaciones básicas (lógicas o aritméticas) o funciones matemáticas están definidas para operar
vectorialmente, componente a componente. En cambio, las funciones estadísticas devuelven por lo general un
solo valor para cada vector.
Los vectores lógicos pueden utilizarse en operaciones aritméticas, en cuyo caso se transforman primero en
vectores numéricos, de tal modo que F se transforma en 0 y T en 1.
a <- 1:4; a
## [1] 1 2 3 4
b <- constants>2; b
## pi euler sqrt2 golden
## TRUE TRUE FALSE FALSE
a*b
## pi euler sqrt2 golden
## 1 2 0 0
Regla de reciclaje





## function (data = NA, nrow = 1, ncol = 1, byrow = FALSE, dimnames = NULL)
## NULL
# generates 5 x 4 numeric matrix
mymatrix1 <-matrix(1:20, nrow=5,ncol=4)
mymatrix1
## [,1] [,2] [,3] [,4]
## [1,] 1 6 11 16
## [2,] 2 7 12 17
## [3,] 3 8 13 18
## [4,] 4 9 14 19
## [5,] 5 10 15 20
# another example
cells <- c(1,26,24,68)
rnames <- c("R1", "R2")
cnames <- c("C1", "C2")





## R1 1 26
## R2 24 68
Hojas de datos (Data frames)
Listas
Series temporales
La construcción de objetos de la clase ts() requiere que los datos de partida estén distribuidos regularmente
en la escala temporal utilizada; por ejemplo, que haya siempre un dato por día, o dos datos por mes o un
dato cada dos años. En caso de que la serie temporal a tratar esté constituida por valores irregularmente
distribuidos en el tiempo deberemos utilizar objetos de la clase zoo().
Fechas/horas
Podemos convertir los caracteres en fechas mediante el comando as.Date(x,format). Podemos usar los
siguientes símbolos para dar formato a las fechas:
Símbolo Significado Ejemplo
%d día (numérico, de 0 a 31) 01-31
%a día de la semana abreviado a tres letras Mon
%A día de la semana (nombre completo) Monday
%m mes (numérico de 0 a 12) 00-12
%b mes (nombre abreviado a tres letras) Jan
%B mes (nombre completo) January
%y año (con dos dígitos) 07
%Y año (con cuatro dígitos) 2007
El formato predeterminado de las fechas es “año-mes-día” (yyyy-mm-dd).




## [1] "2007-06-22" "2004-02-13"
strDates <- c("01/05/1965", "08/16/1975")




## [1] "1965-01-05" "1975-08-16"
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Lectura y escritura de datos
load() read.csv read.txt libreria excel Foreign and Hsmisc
Exploración de bases de datos
str(Aids2) # Estructura (resumida) de la base de datos Aids2
## 'data.frame': 2843 obs. of 7 variables:
## $ state : Factor w/ 4 levels "NSW","Other",..: 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ...
## $ sex : Factor w/ 2 levels "F","M": 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 ...
## $ diag : int 10905 11029 9551 9577 10015 9971 10746 10042 10464 10439 ...
## $ death : int 11081 11096 9983 9654 10290 10344 11135 11069 10956 10873 ...
## $ status : Factor w/ 2 levels "A","D": 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 ...
## $ T.categ: Factor w/ 8 levels "hs","hsid","id",..: 1 1 1 5 1 1 8 1 1 2 ...
## $ age : int 35 53 42 44 39 36 36 31 26 27 ...
class(Aids2) # Clase del objeto (numérico, matriz, data frame, etc.)
## [1] "data.frame"
dim(Aids2) # Dimensión del objeto
## [1] 2843 7
names(Aids2) # Lista de las variables contenidas en la base de datos Aids2
## [1] "state" "sex" "diag" "death" "status" "T.categ" "age"
head(Aids2) # Imprime en pantalla las 6 primeras filas (valor predeterminado)
## state sex diag death status T.categ age
## 1 NSW M 10905 11081 D hs 35
## 2 NSW M 11029 11096 D hs 53
## 3 NSW M 9551 9983 D hs 42
## 4 NSW M 9577 9654 D haem 44
## 5 NSW M 10015 10290 D hs 39
## 6 NSW M 9971 10344 D hs 36
head(Aids2,n=10) # Imprime las primeras 10 filas
## state sex diag death status T.categ age
## 1 NSW M 10905 11081 D hs 35
## 2 NSW M 11029 11096 D hs 53
## 3 NSW M 9551 9983 D hs 42
## 4 NSW M 9577 9654 D haem 44
## 5 NSW M 10015 10290 D hs 39
## 6 NSW M 9971 10344 D hs 36
## 7 NSW M 10746 11135 D other 36
## 8 NSW M 10042 11069 D hs 31
## 9 NSW M 10464 10956 D hs 26
## 10 NSW M 10439 10873 D hsid 27
tail(Aids2) # Imprime las 6 últimas filas (valor predeterminado)
## state sex diag death status T.categ age
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## 2838 Other M 11359 11504 A hs 27
## 2839 Other M 11475 11504 A het 46
## 2840 Other F 11420 11504 A het 34
## 2841 Other M 11496 11504 A haem 49
## 2842 Other M 11460 11504 A hs 55
## 2843 Other M 11448 11504 A hs 37
tail(Aids2,n=10) # Imprime las 10 últimas filas
## state sex diag death status T.categ age
## 2834 Other M 11311 11311 D hs 39
## 2835 Other M 11297 11504 A hs 34
## 2836 Other M 11385 11504 A hs 37
## 2837 Other M 11339 11444 D hs 39
## 2838 Other M 11359 11504 A hs 27
## 2839 Other M 11475 11504 A het 46
## 2840 Other F 11420 11504 A het 34
## 2841 Other M 11496 11504 A haem 49
## 2842 Other M 11460 11504 A hs 55
## 2843 Other M 11448 11504 A hs 37
levels(Aids2$status) # Lista de los niveles de la variable (factor) status contenida en Aids2
## [1] "A" "D"
summary(Aids2) # Estadísticos descriptivos básicos
## state sex diag death status
## NSW :1780 F: 89 Min. : 8302 Min. : 8469 A:1082
## Other: 249 M:2754 1st Qu.:10163 1st Qu.:10672 D:1761
## QLD : 226 Median :10665 Median :11235
## VIC : 588 Mean :10584 Mean :10990
## 3rd Qu.:11103 3rd Qu.:11504
## Max. :11503 Max. :11504
##
## T.categ age
## hs :2465 Min. : 0.0
## blood : 94 1st Qu.:30.0
## hsid : 72 Median :37.0
## other : 70 Mean :37.4
## id : 48 3rd Qu.:43.0
## haem : 46 Max. :82.0
## (Other): 48
Si lo que queremos es visualizar la base de datos al completo en pantalla simplemente escribimos su nombre.
Aids2
Manipulación de datos
El paquete dplyr es muy útil para la manipulación de datos. Está enfocado a trabajar con data frames,




Las funciones principales que provee el paquete dplyr son:
• select(): devuelve solo las columnas indicadas.
• filter(): permite filtrar filas según una expresión lógica.
• arrange(): ordena las filas en función de los valores de una o más columnas.
• rename(): permite cambiar el nombre de una columna.
• mutate(): permite agregar una nueva columna o transformar una existente.
• summarise(): permite realizar resúmenes estadísticos de variables.
En el icono Help que aparece al final de la barra de menú principal podemos encontrar un chuletario sobre el
uso de esta librería pulsando sobre Cheatsheets.
Enlaces a bases de datos de interés
De libre acceso:
• Banco de España
– https://www.bde.es/bde/es/areas/estadis/
– https://www.bde.es/investigador/en/
• Bases de datos de series de coyuntura económica (BDSICE) - Ministerio de Economía, Industria y
Competitividad
– http://serviciosede.mineco.gob.es/Indeco/BDSICE/indiceBDSICE.aspx







• Fondo Monetario Internacional
– http://www.imf.org/en/Data
Acceso a través de la Biblioteca de la UCM:
• http://biblioteca.ucm.es/cee/bases-de-datos-de-economia
Referencias
• Ballesteros, J. (15-febrero-2018). Introducción a R. Recuperado de https://rstudio-pubs-static.s3.
amazonaws.com/117035_02858b3d08a2495cb3c9e3adf2f35c77.html
• Quick-R (15-febrero-2018). Recuperado de https://www.statmethods.net/index.html













Matrices: Marco de datos o hoja de datos https://www.cs.us.es/~fran/TIB/semana4.pdf
Lectura de datos: https://rstudio-pubs-static.s3.amazonaws.com/249913_f8dba892ba3d4a45993ea3675e040b36.
html




Ejercicios con R: 1.1 Experimentos de Monte Carlo
Métodos Econométricos en Economı́a y Finanzas
Alicia Pérez Alonso
Dpto. Economı́a Aplicada, Pública y Poĺıtica
Facultad Estudios Estad́ısticos - Universidad Complutense de Madrid
Fecha entrega: 29 abril 2020
Consideremos el modelo clásico de regresión lineal (MCRL):
yi = β0 + β1xi + ui i = 1, . . . , n (1)
Bajo los supuestos S1-S4 del MCRL sabemos que el estimador de mı́nimos cuadrados ordinarios (MCO)













Bajo el supuesto extra de que los errores siguen una distribución normal, ui ∼ N(0, σ2), la distribución
exacta del estimador MCO es:
β̂ ∼ N(β, σ2(X ′X)−1)
Aún cuando ui ≁ N(0, σ
2), bajo los supuestos S1-S5 del MCRL, sabemos que el estimador MCO tiene una
distribución asintóticamente normal.
√




Ejercicio 1.1. El objetivo de este ejercicio es comparar la distribución de β̂1 bajo dos escenarios distintos
sobre la distribución del término de error, asumiendo que σ2 = 1 es conocida:





E2 Errores no-normales (χ2
1







Para ello diseñamos el siguiente experimento de Monte Carlo:
1. Genero una muestra de tamaño n de x ∼ N(0, 4)
2. Calculo var(β̂1)
3. Genero una muestra de tamaño n para u bajo el escenario de estudio
4. Genero y bajo el modelo (1) para β0 = 1 y β1 = 0.5
5. Calculo el estimador β̂1
Repito los pasos 3 a 5 para R = 10000 simulaciones de Monte Carlo.
Dibuje para E1 y E2 la función de densidad de β̂1 estandarizada y compárela con la de la N(0, 1)
para distintos tamaños muestrales n = 10, 50, 100, 1000. Bajo E2, ¿qué observa cuándo aumenta el tamaño
muestral?
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Ejercicios con R: 1.2 Variables ficticias
Métodos Econométricos en Economı́a y Finanzas
Alicia Pérez Alonso
Dpto. Economı́a Aplicada, Pública y Poĺıtica
Facultad Estudios Estad́ısticos - Universidad Complutense de Madrid
Fecha entrega: 29 abril 2020
Realice los siguientes ejercicios utilizando el fichero de datos wage1 de la libreŕıa de R wooldridge.
Ejercicio 1.1. Considere las siguientes especificaciones alternativas de la ecuación de salarios, donde male
es una variable ficticia a crear y others es una variable explicativa a su elección.
log(wage)i = β1 + β2femalei + β3othersi + u1i (1)
log(wage)i = α1 + α2malei + α3othersi + u2i (2)
log(wage)i = γ1 + γ2femalei + γ3malei + γ4othersi + u3i (3)
log(wage)i = ρ1femalei + ρ2malei + ρ3othersi + u4i (4)
Determine, siempre y cuando sea posible, la correspondencia entre los parámetros estimados en las regresiones
(1) a (4) para los dos outcomes posibles de la variable ficticia: mujer y hombre. ¿Qué ocurre con el parámetro
correspondiente a la variable others?
Ejercicio 1.2. Considere las siguientes especificaciones para la ecuación de salarios:
log(wage)i = β1 + β2femalei + β3marriedi + β4educi + β5tenurei + e1i (5)
log(wage)i = α1 + α2femalei + α3marriedi + α4female ∗marriedi + α5educi + α6tenurei + e2i (6)
Determine la correspondencia entre los parámetros estimados en (5) y (6) para los cuatro outcomes resultantes
de la combinación de las dos variables ficticias female y married.
Ejercicio 1.3. El contraste de Chow nos permite contrastar la hipótesis nula de que dos grupos tienen la
misma función de regresión poblacional (mujeres y hombres, por ejemplo), frente a la alternativa de que no
la tienen. Dicho contraste puede realizarse mediante un modelo de variables ficticias:
log(wage)i = γ1 + γ2femalei + γ3marriedi + γ4female ∗marriedi + γ5educi + γ6tenurei
+ γ7female ∗ educi + γ8female ∗ tenurei + ǫi (7)
O mediante regresiones separadas para las mujeres:
log(wage)i = η1M + η2Mmarriedi + η3Meduci + η4M tenurei + ǫMi i = 1, . . . , nM (8)
Y para los hombres:
log(wage)i = η1H + η2Hmarriedi + η3Heduci + η4Htenurei + ǫHi i = 1, . . . , nH (9)
Determine la correspondencia entre los parámetros estimados en (7) y (8), y entre (7) y (9), para los cuatro
outcomes resultantes de la combinación de las dos variables ficticias female y married. ¿Son comparables los
parámetros estimados de (8) y (9)?
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Práctica 1: La relación entre el crecimiento económico y el empleo
Métodos Econométricos en Economı́a y Finanzas
Lorenzo Escot & Alicia Pérez Alonso
Dpto. Economı́a Aplicada, Pública y Poĺıtica
Facultad Estudios Estad́ısticos - Universidad Complutense de Madrid
Fecha entrega: 27 abril 2020
La relación entre crecimiento económico, por un lado, y la tasa de desempleo o el empleo, por otro, es una
de las más estudiadas en macroeconomı́a. Dicha relación es el resultado de múltiples decisiones relacionadas
con la oferta y la demanda de trabajo, aśı como con el comportamiento de la productividad del trabajo.
La Contabilidad Nacional Trimestral de España (CNTR) es una operación estad́ıstica contenida en el
Instituto Nacional de Estad́ıstica (INE) que suministra un conjunto de series temporales trimestrales de los
principales agregados macroeconómicos.
Ejercicio 1.1. Utilizando los datos de la CNTR construya las series históricas del Producto Interior Bruto
(PIB) y del empleo y calcule sus tasas de crecimiento trimestral y anual.
La CNTR es un instrumento muy útil para los análisis de tendencia y del ciclo económico (en particular,
para la identificación de los puntos de inflexión), para el estudio de las relaciones dinámicas entre los agregados
y, en general, para la modelización. El PIB es el principal indicador económico que marca las fases del ciclo
económico. La recesión es la fase del ciclo económico en la que la actividad económica se reduce, disminuye
el consumo y la inversión y aumenta el desempleo. Oficialmente se considera que existe recesión cuando la
tasa de variación del PIB es negativa durante dos trimestres consecutivos.
Ejercicio 1.2. A partir de la tasa de crecimiento trimestral del PIB determine cuándo hemos salido de la
crisis financiera de 2008. ¿Se ha producido alguna nueva recesión desde ese momento?
En particular, a la relación entre el crecimiento económico y los cambios en la tasa de desempleo (o tasa
de paro) se la conoce como la Ley de Okun (Okun, 1962). Se trata de una observación emṕırica que no es
posible demostrar teóricamente. Dicha relación se establece habitualmente en términos lineales y se espera
que sea negativa, es decir, un aumento del Producto Interior Bruto (PIB) real del x% reduce la tasa de paro
en el y%, independientemente del nivel del PIB. En esta práctica nos centramos en la relación (a corto plazo)
entre el crecimiento del PIB y el crecimiento del empleo.
Ejercicio 1.3. Estime la relación entre el crecimiento anual del PIB y del empleo mediante un modelo de
regresión lineal. ¿Cuál es el signo estimado de dicha relación? ¿Coincide con el signo esperado? Razone su
respuesta.
Et = β1 + β2PIBt + ut t = 1, . . . , T (1)
Ejercicio 1.4. En base al modelo estimado en el ejercicio anterior, conteste a las siguientes preguntas:
1. Determine el umbral de crecimiento del PIB a partir del cual se crea empleo.
2. ¿Se van a crear 2 millones de empleos durante los dos próximos años (2020 y 2021) en la economı́a
española? En el caso de que no, ¿cuántos empleos estima que se generarán? Como valores de PIBT+1
y PIBT+2 puede utilizar las previsiones realizadas por Funcas (17 abril 2020) de los principales indi-
cadores de la economı́a española. ¿Se aproxima su predicción sobre la tasa de crecimiento del empleo
a la publicada por Funcas para esos años?
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La evolución de la Ley de Okun a lo largo del tiempo y su comparación entre páıses permite obtener
conclusiones interesantes sobre el funcionamiento de los mercados de trabajo. Para el caso de Estados Unidos,
Okun (1962) estimó que la economı́a necesitaba crecer entre un 2-3% para mantener el nivel de empleo, y
que para conseguir disminuir el desempleo era necesario crecer dos puntos porcentuales por cada punto de
desempleo que se quisiera reducir.
Ejercicio 1.5. Contraste si para el caso de España es cierta la afirmación de que la economı́a tiene que
crecer a un ritmo superior al 2% para comenzar a generar empleo.
La relación entre el crecimiento económico y el empleo no es constante en el tiempo y vaŕıa de forma
muy apreciable en función de la fase del ciclo económico. La crisis financiera de 2008 ha vuelto a poner de
relieve el papel crucial que juega la inestabilidad de los parámetros en macroeconomı́a. Dicha inestabilidad
se puede modelizar a través de cambios estructurales.
En particular, queremos valorar de qué modo las reformas laborales introducidas en nuestro páıs han
podido alterar la relación entre PIB y empleo. Aśı, una reforma será eficaz si permite una mayor generación
de empleo con la misma tasa de crecimiento y/o requiere un menor ritmo de crecimiento del PIB para
empezar a generar empleo.
• 1980: Estatuo de los trabajadores
• 1984: Inicio de la temporalidad
• 1988: Nuevos contratos temporales y basura
• 1992: Reforma del seguro desempleo
• 1994: Reforma importante que da entrada entre otras a las empresas de trabajo temporal (ETT)
• 1997: Reforma pactada
• 2001-2002: Reforma de Aznar con huelga y marcha atrás
• 2006: Reforma leve
• 2009: Reforma leve
• 2010: Reforma importante ante la crisis, continuada en 2012 con otra reforma importe
Para más información sobre las reformas del mercado laboral español puede consultar Confederación Sindical
de Comisiones Obreras (2012) y Segura (2001).
Ejercicio 1.6. Analice si la relación entre el crecimiento del PIB y del empleo ha cambiado a lo largo del
tiempo. Para analizar la estabilidad de los parámetros utilice el contraste de Chow y el método basado
en mı́nimos cuadrados recursivos. En base a los resultados, ¿cuántos modelos de regresión distintos seŕıan
necesarios?
Ejercicio 1.7. Vuelva a contestar a las preguntas planteadas en los ejercicios 4 y 5 utilizando la estimación
del modelo de regresión correspondiente al último tramo identificado en el ejercicio 6. Determine en base a
los resultados obtenidos qué reformas laborales han sido efectivas.
Ejercicio 1.8. Reescriba la ecuación del modelo (1) utilizando variables ficticias para capturar los cambios
estructurales identificados en el ejercicio 6. Utilice la estimación de dicho modelo para contestar nuevamente
a las preguntas planteadas en los ejercicios 4 y 5. Compruebe que obtiene exactamente el mismo resultado
que en el ejercicio anterior.
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Parte 1: Lectura de datos desde la web del INE, construcción de
series históricas e identificación del ciclo económico
La Parte 1 se corresponde con los ejercicios 1 y 2.
Ejercicio 1:
1. Utilización de la libreŕıa de R pxR para descargar datos en formato pc-Axis directamente desde la
página web del INE.
2. Descarga de los datos de producción
• PIB pm Oferta (́Indices de volumen encadenado) (Base 2010=100)
• Producto Interior bruto a precios de mercado. Oferta (Base 1995, precios constantes)
• Representación gráfica de las series
• Representación gráfica de la tasa de crecimiento trimestral de las series
• Enlazar las series utilizando la tasa de crecimiento trimestral
• Reconstrucción de la serie PIB de modo recursivo a partir de la tasa de crecimiento trimestral:
PIBt−1 = PIBt/(1 + TC.PIBt)
• Calcular las tasas de crecimiento trimestral y anual de la serie reconstruida
3. Descarga de los datos de ocupados
• Puestos de trabajo equivalentes a tiempo completo (Base 2010=100)
• Puestos de trabajo equivalentes a tiempo completo (Base 1995=100)
• Representación gráfica de las series
• Representación gráfica de la tasa de crecimiento trimestral de las series
• Enlazar las series utilizando la tasa de crecimiento trimestral
• Reconstrucción de la serie EMPLEO de modo recursivo a partir de la tasa de crecimiento trimes-
tral: Et−1 = Et/(1 + TC.Et)
• Calcular las tasas de crecimiento trimestral y anual de la serie reconstruida
4. Fusiono las dos series largas en un dataframe
Ejercicio 2: Identificación de las fases del ciclo económico
Parte 2: Estimación del modelo de regresión lineal para analizar la
relación entre las tasas de crecimiento del PIB y del empleo
La Parte 2 se corresponde con los ejercicios 3 a 5.
Ejercicio 3:
1. Correlación entre las variables
2. Estimación del modelo lineal
3. Diagnosis del modelo
• Significación individual de los parámetros
• Significación conjunta de los parámetros
• Bondad de ajuste del modelo
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• Contrastes de especificación
• Diagnosis de los residuos: análisis gráfico y contrastes de Normalidad
Ejercicio 4: Predicción con el modelo lineal
Ejercicio 5: Inferencia en el modelo lineal
• El contraste será exacto o asintótico dependiendo de la conclusión a la que se llegue con la diagnosis
de los residuos sobre el supuesto extra de Normalidad.
Parte 3: Contrastes de cambio estructural y modelización de los
cambios detectados utilizando regresiones separadas y variables fic-
ticias
La Parte 3 se corresponde con los ejercicios 6 a 8.
Ejercicio 6:
• La hipótesis nula es la ausencia de cambio estructural.
• Utilización de la libreŕıa de R strucchange para realizar los contrastes de cambio estructural.
• Cuando el espacio temporal entre dos reformas es muy pequeño podemos considerar la posibilidad de
agruparlas para el análisis, ya que puede ocurrir que el número de observaciones para estimar el modelo
después de la fecha de nuestro candidato a cambio estructural sea muy pequeño.
Ejercicio 7:








β11 + β21PIBt + u1t si t < x
β12 + β22PIBt + u2t si x ≤ t < y
β13 + β23PIBt + u3t si t ≥ y
t = 1, . . . , T
Para responder a las preguntas utilizo el último tramo por ser en el que nos encontramos actualmente.
Ejercicio 8:
• Para particionar la serie de acuerdo con los dos cambios estructurales encontrados, necesitamos tres
variables ficticias: D1 = I[t < x], D2 = I[x ≤ t < y] y D3 = I[t ≥ y], donde I[.] = 1 si se cumple la
condición, e = 0 en caso contrario.
• Para representar el modelo con variables ficticias podemos optar por distintas especificaciones: incluir
las tres dummies y omitir la constante común o incluir una constate común y omitir una de las dummies.
• Compruebe la correspondencia entre los parámetros del modelo estimado en el Ejercicio 6 y los de la
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Tipos de datos 
Sección cruzada:  
{yi}  i=1,…,n 
Tema 1, 2, 4 
Series temporales:  
{yt} t=1,…,T 
Tema 3 
Datos de panel:  
{yit}  i=1,…,n; t=1,…,T 
Tema 5, 7 
Datos espaciales:  
{yis}  i=1,…,n; s~GIS 
Tema 6 
  
Tema 0: Recetario del Capítulo 1 
• Modelo clásico de regresión lineal (MCRL) 
o Simple: una variable explicativa (regresor 𝑥𝑥) 
o Múltiple: más de una variable explicativa 
 
• Especificación MCRL 
o Representación en forma de  ecuación 𝑦𝑦𝑖𝑖 = 𝛽𝛽1 + 𝛽𝛽2𝑥𝑥2 + ⋯+ 𝛽𝛽𝑘𝑘𝑥𝑥𝑘𝑘 + 𝑢𝑢𝑖𝑖 , 𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛 
o Representación en forma vectorial 𝑦𝑦𝑖𝑖 = 𝑥𝑥𝑖𝑖′𝛽𝛽 + 𝑢𝑢𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑖𝑖 = (1 𝑥𝑥2𝑖𝑖    … 𝑥𝑥𝑘𝑘𝑖𝑖)′, 𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛 
o Representación en forma matricial 𝑦𝑦 = 𝑋𝑋𝛽𝛽 + 𝑢𝑢, 𝑦𝑦 = �𝑦𝑦1⋮𝑦𝑦𝑛𝑛� ; 𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘 = �1 𝑥𝑥21  … 𝑥𝑥𝑘𝑘1⋮ ⋱ ⋮1  𝑥𝑥2𝑛𝑛  … 𝑥𝑥𝑘𝑘𝑛𝑛�; 𝑢𝑢𝑛𝑛𝑛𝑛1 = �𝑢𝑢1⋮𝑢𝑢𝑛𝑛� ; 
  𝛽𝛽𝑘𝑘𝑛𝑛1 = �𝛽𝛽1⋮𝛽𝛽𝑘𝑘� 
o Notación: 𝑘𝑘 es el número de regresores, incluyendo la constante 
 
• Supuestos MCRL 
o Sobre la forma funcional y los parámetros 
 S1: Hipótesis de linealidad:  𝑦𝑦 = 𝑋𝑋𝛽𝛽 + 𝑢𝑢 
 𝐸𝐸[𝑢𝑢] = 0 y 𝐸𝐸[𝑦𝑦] = 𝑋𝑋𝛽𝛽 
 Los coeficientes  𝛽𝛽  son fijos (constantes en el tiempo) 
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 S2: Los valores que toma 𝑥𝑥 son fijos en repetidas muestras (no 
son variables aleatorias).  Esto es, 𝑋𝑋 es una matriz de constantes 
conocida.  
S2 es un supuesto poco realista. Se utiliza para poder trabajar con esperanzas 
incondicionales (𝐸𝐸[𝑦𝑦]) en lugar de con esperanzas condicionales en 𝑋𝑋 ( 𝐸𝐸[𝑦𝑦|𝑋𝑋]). 
 S2*: El regresor 𝑥𝑥 se distribuye de forma independiente de la 
perturbación aleatoria (error) 𝑢𝑢. Esto es, 𝐸𝐸[𝑥𝑥𝑖𝑖′𝑢𝑢𝑖𝑖] = 0. 
 S3: Los regresores son linealmente independientes, no tenemos 
problemas de multicolinealidad: 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑛𝑛𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑋𝑋) = 𝑘𝑘, por lo que ∃ (𝑋𝑋′𝑋𝑋)−1. 
 S5: lim𝑛𝑛→∞ �𝑋𝑋′𝑋𝑋𝑛𝑛 � = 𝑄𝑄, matriz finita definida positiva (DP). Supuesto 
requerido para las propiedades asintóticas.  
o Sobre las perturbaciones aleatorias (término estocástico) 
 S4:  𝑣𝑣𝑟𝑟𝑟𝑟(u) = 𝐸𝐸[𝑢𝑢𝑢𝑢′] = 𝜎𝜎2𝐼𝐼𝑛𝑛 = 𝜎𝜎2 �1 ⋯ 0⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 1� matriz escalar 
  𝑣𝑣𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑢𝑢𝑖𝑖) = 𝐸𝐸[𝑢𝑢𝑖𝑖2] = 𝜎𝜎2  ∀𝑖𝑖  (varianza constante, supuesto de 
homocedasaticidad) 
  𝑐𝑐𝑟𝑟𝑣𝑣�𝑢𝑢𝑖𝑖 ,𝑢𝑢𝑗𝑗� = 𝐸𝐸�𝑢𝑢𝑖𝑖𝑢𝑢𝑗𝑗� = 0 ∀𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗 (ausencia de correlación 
serial) 
o Supuesto extra:  𝑢𝑢~𝑁𝑁𝐼𝐼𝑁𝑁(0,𝜎𝜎2𝐼𝐼𝑛𝑛); 𝑢𝑢𝑖𝑖~𝑁𝑁𝐼𝐼𝑁𝑁(0,𝜎𝜎2) 
 
• Interpretación de los parámetros del modelo  
o Variables explicativas continuas/cuantitativas. Efecto marginal:  
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑛𝑛 
o Unidades de medida y forma funcional: lineal, lineal logarítmico, 
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o Concepto de elasticidad:      𝐸𝐸𝜕𝜕/𝑛𝑛 = 𝑑𝑑𝜕𝜕𝑑𝑑𝑛𝑛 ∗ 𝑛𝑛𝜕𝜕 = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑛𝑛(𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑛𝑛(𝑛𝑛) 
o Imponemos la restricción de que la constante (término independiente) 
sea cero. Regresión a través del origen (0,0). 
o Unidades de medida: cambios de escala (en 𝑥𝑥 y en 𝑦𝑦 ) y cambios de origen 
o Variables explicativas cualitativas. Variables ficticias (binarias o 
dicotómicas o dummy) introducidas de forma aditiva (término 
independiente) y/o de forma multiplicativa (pendiente: interacción entre 
una variable ficticia y una variable continua) 
o Inclusión o no de la constante con variables ficticias. Problemas de 
multicolinealidad perfecta. La categoría de referencia es la de la variable 
ficticia omitida.  
o Variables explicativas categóricas. Transformación variables categóricas 
en variables ficticias. 
 
• Estimación de Mínimos Cuadrados Ordinarios (MCO)/Ordinary Least Squares 
(OLS) 
o Minimización de la Suma de Cuadrados de los Residuos 𝑀𝑀𝑖𝑖𝑛𝑛𝛽𝛽 𝑢𝑢� ′𝑢𝑢� = �𝑢𝑢�𝑖𝑖2𝑛𝑛𝑖𝑖=1 = �(𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑥𝑥𝑖𝑖′?̂?𝛽)2𝑛𝑛𝑖𝑖=1  
o Ecuaciones Normales ?̂?𝛽𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 = (𝑋𝑋′𝑋𝑋)−1(𝑋𝑋′𝑌𝑌) 
o Derivación explícita del estimador para el MCRLS 
 
• Output de la estimación MC0 
o Valor ajustado:     𝑦𝑦�𝑖𝑖 = 𝑥𝑥𝑖𝑖′?̂?𝛽  
o Residuos:   𝑢𝑢�𝑖𝑖 = 𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦𝑦�𝑖𝑖 = 𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑥𝑥𝑖𝑖′?̂?𝛽 
 
• Implicaciones algebraicas de la estimación MCO 
o 1. La suma de los residuos es igual a cero:  ∑ 𝑢𝑢�𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0 
o 2. La recta de regresión pasa necesariamente por el punto (?̅?𝑥,𝑦𝑦�) 
o 3. El producto cruzado muestral entre cada uno de los regresores y los 
residuos es cero:  ∑ 𝑥𝑥𝑘𝑘𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑢𝑢�𝑖𝑖 = 0 
o 4. El producto cruzado muestral entre los valores ajustados y los residuos 
es igual a cero:  ∑ 𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑢𝑢�𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0 
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o 𝑣𝑣𝑟𝑟𝑟𝑟�?̂?𝛽� = 𝜎𝜎2(𝑋𝑋′𝑋𝑋)−1 
o 𝜎𝜎2 no es observable. Estimador de la varianza de la perturbación: 
 𝜎𝜎�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀2 = 𝑢𝑢�′𝑢𝑢�𝑛𝑛−𝑘𝑘 = ∑ 𝑢𝑢�𝑖𝑖2𝑖𝑖𝑛𝑛−𝑘𝑘  
o A 𝜎𝜎 se la conoce como desviación típica o desviación estándar (SD - 
standard deviation), mide la dispersión del error:  𝜎𝜎� = √𝜎𝜎�2 
o Estimador de la varianza de ?̂?𝛽𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀:       
    𝑣𝑣𝑟𝑟𝑟𝑟� �?̂?𝛽� = � 𝑣𝑣𝑟𝑟𝑟𝑟� (?̂?𝛽1) ⋯ 𝑐𝑐𝑟𝑟𝑣𝑣� (?̂?𝛽1, ?̂?𝛽𝑘𝑘)⋮ ⋱ ⋮𝑐𝑐𝑟𝑟𝑣𝑣� (?̂?𝛽1, ?̂?𝛽𝑘𝑘) ⋯ 𝑣𝑣𝑟𝑟𝑟𝑟� (?̂?𝛽𝑘𝑘) �𝑘𝑘𝑛𝑛𝑘𝑘 =  𝜎𝜎�2(𝑋𝑋′𝑋𝑋)−1 
o La desviación estándar de la estimación de 𝛽𝛽 se denomina error estándar 
(SE-standard error). El error estándar del coeficiente mide la precisión 
con la que el modelo estima el valor desconocido del coeficiente. Se 
calcula como la raíz cuadrada de los elementos de la diagonal de la matriz  𝑣𝑣𝑟𝑟𝑟𝑟� �?̂?𝛽�. 𝑆𝑆𝐸𝐸��?̂?𝛽𝑘𝑘� = �𝑣𝑣𝑟𝑟𝑟𝑟� (?̂?𝛽𝑘𝑘) 
 
• Propiedades de ?̂?𝛽𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 
o Propiedades muestras finitas (S1-S4) 
 ?̂?𝛽 es insesgado:  𝐸𝐸�?̂?𝛽� = 𝛽𝛽,    𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝐸𝐸�?̂?𝛽� − 𝛽𝛽 
 Teorema Gauss-Markov:  ?̂?𝛽 es el estimador de “mínima varianza” 
(eficiente u ÓPTIMO) dentro de los estimadores que son lineales 
en 𝑦𝑦 e insesgados: ?̂?𝛽𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 es ELIO (BLUE-best linear unbiased 
estimator) 
o Propiedades asintóticas (S1-S5) 
 ?̂?𝛽 es consistente:  𝑝𝑝𝑝𝑝𝑖𝑖𝑝𝑝?̂?𝛽 = 𝛽𝛽 
 ?̂?𝛽 es asintóticamente normal: √𝑛𝑛�?̂?𝛽 − 𝛽𝛽� 𝑑𝑑→𝑁𝑁(0,𝜎𝜎2𝑄𝑄−1)  ó   ?̂?𝛽 𝑑𝑑→𝑁𝑁(0, 𝜎𝜎2𝑛𝑛 𝑄𝑄−1)   
o Bajo el supuesto extra de que los errores del MRLC son Normales 
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 ?̂?𝛽𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 además de ELIO es el estimador insesgado de mínima 
varianza (EIMV), es decir, tiene la varianza más pequeña de entre 
todos los estimadores insesgados, lineales o no.  
 
• Propiedades de 𝜎𝜎�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀2  
o Propiedades muestras finitas  
 𝜎𝜎�2 es insesgado:  𝐸𝐸(𝜎𝜎�2) = 𝜎𝜎2 
o Propiedades asintóticas (solo las enunciamos, no las demostramos) 
 𝜎𝜎�2 es consistente:  𝑝𝑝𝑝𝑝𝑖𝑖𝑝𝑝𝜎𝜎�2 = 𝜎𝜎2 
 𝜎𝜎�2 es asintóticamente normal:  √𝑛𝑛(𝜎𝜎�2 − 𝜎𝜎2) 𝑑𝑑→𝑁𝑁(0, 𝜇𝜇4 − 𝜎𝜎4) 
o Bajo el supuesto extra de que los errores del MRLC son Normales 𝜎𝜎�𝑀𝑀𝑀𝑀2 = ∑ 𝑢𝑢�𝑖𝑖2𝑖𝑖𝑛𝑛  
 Propiedades muestras finitas:  𝜎𝜎�𝑀𝑀𝑀𝑀2  es un estimador sesgado (pero 
es asintóticamente insesgado) 
 Propiedades asintóticas:  𝜎𝜎�𝑀𝑀𝑀𝑀2 = 𝜎𝜎�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀2  
 
• Bondad de ajuste del modelo y selección de variables 
o Requiere que el modelo tenga término constante 
 Descomposición de la varianza de 𝑦𝑦  𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝑆𝑆𝑢𝑢𝑝𝑝𝑟𝑟 𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑐𝑐𝑢𝑢𝑟𝑟𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟𝑑𝑑𝑟𝑟𝑆𝑆 𝑡𝑡𝑟𝑟𝑡𝑡𝑟𝑟𝑝𝑝𝑆𝑆𝑆𝑆)
= 𝑆𝑆𝑆𝑆𝐸𝐸(𝑆𝑆𝑢𝑢𝑝𝑝𝑟𝑟 𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑐𝑐𝑢𝑢𝑟𝑟𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟𝑑𝑑𝑟𝑟𝑆𝑆 𝑆𝑆𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝𝑖𝑖𝑐𝑐𝑟𝑟𝑑𝑑𝑟𝑟𝑆𝑆)
+ 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 (𝑆𝑆𝑢𝑢𝑝𝑝𝑟𝑟 𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑐𝑐𝑢𝑢𝑟𝑟𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟𝑑𝑑𝑟𝑟𝑆𝑆 𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑝𝑝𝑟𝑟𝑆𝑆 𝑟𝑟𝑆𝑆𝑆𝑆𝑖𝑖𝑑𝑑𝑢𝑢𝑟𝑟𝑆𝑆) 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 = � (𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦𝑦�)2𝑖𝑖 = 𝑦𝑦′𝑦𝑦 − 𝑛𝑛𝑦𝑦�2;  𝑆𝑆𝑆𝑆𝐸𝐸 = � �𝑦𝑦�𝑖𝑖 − 𝑦𝑦���2 = 𝑦𝑦�′𝑦𝑦� − 𝑛𝑛𝑦𝑦��2𝑖𝑖 ; 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 = �𝑢𝑢�𝑖𝑖2𝑖𝑖 = 𝑢𝑢′𝑢𝑢 
 SCR = RSS (residual sum of squares) = SSR (sum of squared 
residuals) = SSE (sum of squared estimate of errors) 
 Coeficiente de determinación:  𝑆𝑆2 = 𝑆𝑆𝑀𝑀𝑆𝑆𝑆𝑆𝑀𝑀𝑆𝑆 = 1 − 𝑆𝑆𝑀𝑀𝑆𝑆𝑆𝑆𝑀𝑀𝑆𝑆 
• Invariante a cambios de escala 
•   0 ≤ 𝑆𝑆2 ≤ 1   
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• Porcentaje de la variación muestral de 𝑦𝑦 explicada por 𝑥𝑥 
• No se puede aplicar cuando el regresando en un modelo 
es 𝑦𝑦, y en el otro ln (𝑦𝑦). 
 
 Coeficiente de determinación ajustado por los grados de libertad.  𝑆𝑆�2 = 1 − 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑛𝑛−1 = 1 − (1 − 𝑆𝑆2) 𝑛𝑛−1𝑛𝑛−𝑘𝑘   
• Es neutral frente a la introducción de variables adicionales 
en modelos anidados, ya que Impone una penalización al 
introducir otros regresores al modelo. 
• Tiene una cota superior igual a 1, pero estrictamente no 
tiene una cota inferior ya que puede tomar valores 
negativos, aunque próximos a cero.  
o Requiere que los errores sean Normales porque en ese caso el estimador 
de MCO coincide con MV 
 AIC (criterio de información de Akaike) 
 𝐴𝐴𝐼𝐼𝑆𝑆 = −2ln (𝐿𝐿) + 2𝑘𝑘;    𝐴𝐴𝐼𝐼𝑆𝑆𝑐𝑐 = 𝐴𝐴𝐼𝐼𝑆𝑆 + 2ln (𝑦𝑦)�������; 
 SC (criterio de información de Schwarz)  𝑆𝑆𝑆𝑆 = −2 ln(𝐿𝐿) + 𝑘𝑘𝑝𝑝𝑛𝑛(𝑛𝑛); 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑐𝑐 = 𝑆𝑆𝑆𝑆 + 2 ln(𝑦𝑦)������� ; 
 Solo a partir de AIC y SC  no se puede decir si el ajuste es bueno o 
malo pues no tienen un valor acotado. Se utilizan para la selección 
de variables ya que permiten comparar entre distintas 
especificaciones de modelos.  
 
• Contrastes de hipótesis 
Contrates de una restricción lineal utilizando el estadístico t (t-ratio) 
o Contraste sobre un parámetro  
 Permite contrastes unilaterales (a una cola: 𝛼𝛼) o bilaterales (a dos 
colas: 𝛼𝛼/2)   𝐻𝐻0:𝛽𝛽 ≥ 𝛽𝛽0 𝑣𝑣𝑆𝑆.  𝐻𝐻1:𝛽𝛽 < 𝛽𝛽0 𝐻𝐻0:𝛽𝛽 ≤ 𝛽𝛽0 𝑣𝑣𝑆𝑆.  𝐻𝐻1:𝛽𝛽 > 𝛽𝛽0 𝐻𝐻0:𝛽𝛽 = 𝛽𝛽0 𝑣𝑣𝑆𝑆.  𝐻𝐻1:𝛽𝛽 ≠ 𝛽𝛽0 




UNIVERSIDAD COMPLUTENSE DE MADRID 
FACULTAD DE ESTUDIOS ESTADÍSTICOS 
Departamento de Economía Aplicada, Pública y Política 
Avda. Puerta de Hierro 1, 28040 Madrid 
 
Métodos Econométricos en Economía y Finanzas                     Alicia Pérez-Alonso  7 
 
 𝑢𝑢𝑖𝑖~𝑁𝑁(0,𝜎𝜎2)  ⇒ 𝑡𝑡~𝑡𝑡𝑛𝑛−𝑘𝑘 
 𝑢𝑢𝑖𝑖 ≁ 𝑁𝑁(0,𝜎𝜎2) ⇒ 𝑧𝑧~𝑁𝑁(0,1) contraste asintótico 
 Contrastes de significación individual 
o Contraste sobre una combinación lineal de parámetros 
 Permite contrastes unilaterales (a una cola: 𝛼𝛼) o bilaterales (a dos 
colas: 𝛼𝛼/2)   𝐻𝐻0: 𝑞𝑞′𝛽𝛽 ≥ 𝑞𝑞0 𝑣𝑣𝑆𝑆.  𝐻𝐻1: 𝑞𝑞′𝛽𝛽 < 𝑞𝑞0 𝐻𝐻0: 𝑞𝑞′𝛽𝛽 ≤ 𝑞𝑞0 𝑣𝑣𝑆𝑆.  𝐻𝐻1: 𝑞𝑞′𝛽𝛽 > 𝑞𝑞0 𝐻𝐻0: 𝑞𝑞′𝛽𝛽 = 𝑞𝑞0 𝑣𝑣𝑆𝑆.  𝐻𝐻1: 𝑞𝑞′𝛽𝛽 ≠ 𝑞𝑞0 
 Estadístico de contraste (t-ratio): 𝑡𝑡 = 𝑞𝑞′𝛽𝛽�−𝑞𝑞0�𝑞𝑞′𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣� �𝛽𝛽��𝑞𝑞 
 𝑢𝑢𝑖𝑖~𝑁𝑁(0,𝜎𝜎2)  ⇒ 𝑡𝑡~𝑡𝑡𝑛𝑛−𝑘𝑘 
 𝑢𝑢𝑖𝑖 ≁ 𝑁𝑁(0,𝜎𝜎2) ⇒ 𝑧𝑧~𝑁𝑁(0,1) contraste asintótico 
 
Contrastes de múltiples restricciones lineales utilizando el estadístico F (F-ratio) 
o Contraste sobre 𝐽𝐽 restricciones en los parámetros 
 Solo permite contrastes del tipo:  𝐻𝐻0:𝑆𝑆𝛽𝛽 = 𝑟𝑟  𝑣𝑣𝑆𝑆.  𝐻𝐻1:𝑆𝑆𝛽𝛽 ≠ 𝑟𝑟 
 Estadístico F de contraste (F-ratio): 
 𝐹𝐹 = �𝑆𝑆?̂?𝛽 − 𝑟𝑟�′�𝑆𝑆𝑣𝑣𝑟𝑟𝑟𝑟� �?̂?𝛽�𝑆𝑆′�−1�𝑆𝑆?̂?𝛽 − 𝑟𝑟�/𝐽𝐽 
 𝑢𝑢𝑖𝑖~𝑁𝑁(0,𝜎𝜎2) ⇒ 𝐹𝐹~𝐹𝐹𝐽𝐽,𝑛𝑛−𝑘𝑘 
 𝑢𝑢𝑖𝑖 ≁ 𝑁𝑁(0,𝜎𝜎2) ⇒  𝑊𝑊 = 𝐽𝐽 ∗ 𝐹𝐹~𝜒𝜒𝐽𝐽2  contraste asintótico que se 
conoce como el contraste de Wald 
 Valor crítico al nivel 𝛼𝛼:  𝐹𝐹𝐽𝐽,𝑛𝑛−𝑘𝑘𝛼𝛼   ó    𝜒𝜒𝐽𝐽𝛼𝛼  
o Relaciones entre los estadísticos de contraste 
 𝐹𝐹1,𝑛𝑛−𝑘𝑘 = 𝑡𝑡𝑛𝑛−𝑘𝑘2  
 𝜒𝜒12 = 𝑁𝑁(0,1)2 
o Formas alternativas de calcular el estadístico F  
 𝐹𝐹 = (𝑆𝑆𝑀𝑀𝑆𝑆𝑆𝑆−𝑆𝑆𝑀𝑀𝑆𝑆𝑁𝑁𝑆𝑆)/𝐽𝐽𝑆𝑆𝑀𝑀𝑆𝑆𝑁𝑁𝑆𝑆/(𝑛𝑛−𝑘𝑘)  
 𝐹𝐹 ≥ 0  ya que  𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 > 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑁𝑁𝑆𝑆   
 𝐹𝐹 = �𝑆𝑆𝑁𝑁𝑆𝑆2 −𝑆𝑆𝑆𝑆2�/𝐽𝐽
(1−𝑆𝑆𝑁𝑁𝑆𝑆2 )/(𝑛𝑛−𝑘𝑘). Esta expresión requiere que el modelo tenga 
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sea la misma en el modelo bajo 𝐻𝐻0 (modelo restringido, R) que en 
el modelo bajo 𝐻𝐻1 (modelo no restringido, NR) 
o Contraste de significación global del modelo sin incluir el término 
independiente: 𝐹𝐹 = 𝑆𝑆2/(𝑘𝑘 − 1)
(1 − 𝑆𝑆2)/(𝑛𝑛 − 𝑘𝑘) , 𝑑𝑑𝑟𝑟𝑛𝑛𝑑𝑑𝑆𝑆   𝑆𝑆2 = 𝑆𝑆𝑁𝑁𝑆𝑆2   𝑦𝑦   𝑆𝑆𝑆𝑆2 = 0 
 
• Predicción óptima en el modelo de regresión 
o Predicción puntual 
o Predicción por intervalo 
 
• Diagnosis de los residuos para verificar si se cumplen los supuestos del MCRL 
 
VIOLACIÓN DE LOS SUPUESTOS DEL MRLC 
S1:     𝑦𝑦 = 𝑋𝑋𝛽𝛽 + 𝑢𝑢       Forma funcional incorrecta 
• Contraste de especificación de Ramsey 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑟𝑟𝑟𝑟𝑆𝑆𝑆𝑆𝑖𝑖ó𝑛𝑛 𝑟𝑟𝑢𝑢𝑥𝑥𝑖𝑖𝑝𝑝𝑖𝑖𝑟𝑟𝑟𝑟:  𝑦𝑦𝑖𝑖 = 𝛼𝛼1 + 𝛼𝛼2𝑥𝑥2 + ⋯+ 𝛼𝛼𝑘𝑘𝑥𝑥𝑘𝑘 + 𝛾𝛾1𝑦𝑦�2 + 𝛾𝛾2𝑦𝑦�3 + 𝜀𝜀𝑖𝑖  𝑆𝑆𝑟𝑟𝑛𝑛𝑡𝑡𝑟𝑟𝑟𝑟𝑆𝑆𝑡𝑡𝑆𝑆:  𝐻𝐻0:   𝛾𝛾1 = 𝛾𝛾2 = 0  𝑣𝑣𝑆𝑆.   𝐻𝐻1: 𝑆𝑆𝑛𝑛 𝑐𝑐𝑟𝑟𝑆𝑆𝑟𝑟 𝑐𝑐𝑟𝑟𝑛𝑛𝑡𝑡𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑖𝑖𝑟𝑟 
S1:  𝑦𝑦 = 𝑋𝑋𝛽𝛽 + 𝑢𝑢         𝛽𝛽 fijo  
• Contraste de cambio estructural 
o 𝐻𝐻0:𝐴𝐴𝑢𝑢𝑆𝑆𝑆𝑆𝑛𝑛𝑐𝑐𝑖𝑖𝑟𝑟 𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑐𝑐𝑟𝑟𝑝𝑝𝑐𝑐𝑖𝑖𝑟𝑟 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑡𝑡𝑟𝑟𝑢𝑢𝑐𝑐𝑡𝑡𝑢𝑢𝑟𝑟𝑟𝑟𝑝𝑝  𝑣𝑣𝑆𝑆.   𝐻𝐻1: 𝑐𝑐𝑟𝑟𝑝𝑝𝑐𝑐𝑖𝑖𝑟𝑟 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑡𝑡𝑟𝑟𝑢𝑢𝑐𝑐𝑡𝑡𝑢𝑢𝑟𝑟𝑟𝑟𝑝𝑝 
o Utilizando variables ficticias para distinguir el comportamiento de dos 
grupos 
o Utilizando regresiones separadas para cada uno de los grupos: contraste 
de Chow 𝐹𝐹 = (𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑑𝑑𝑃𝑃𝑑𝑑 − (𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆1 + 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆2))/𝑘𝑘
(𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆1 + 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆2)/(𝑛𝑛 − 2𝑘𝑘)   𝑐𝑐𝑟𝑟𝑛𝑛  𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑁𝑁𝑆𝑆 = 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆1 + 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆2 
    Bajo 𝐻𝐻0:    𝐹𝐹~𝐹𝐹𝑘𝑘,𝑛𝑛−2𝑘𝑘 
o Contraste de Mínimos cuadrados recursivos (CUSUM Recursive Test) 
Supuesto Extra:   𝑢𝑢𝑖𝑖~𝑁𝑁𝐼𝐼𝑁𝑁(0,𝜎𝜎2) 
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o Contraste de Jarque-Bera para muestras grandes 
o Contraste de Shapiro-Wilk para muestras pequeñas:  𝑛𝑛 < 50 
• Análisis gráfico de los residuos 
o Diagrama de dispersión o nube de puntos (scatter plot) 
o Identificar residuos atípicos e influyentes 
o Scatter plot residuos vs. valores ajustados/regresores 
o Histograma y función de densidad 
o Gráfico cuantil-cuantil (Q-Q Plot) 
Propiedades estadísticas de interés:  𝐸𝐸(𝑟𝑟𝑋𝑋 + 𝑐𝑐) = 𝑟𝑟𝐸𝐸(𝑋𝑋) + 𝑐𝑐;    𝑣𝑣𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑟𝑟𝑋𝑋 + 𝑐𝑐) = 𝑟𝑟2𝑣𝑣𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑥𝑥) 𝑣𝑣𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑋𝑋 + 𝑌𝑌) = 𝑣𝑣𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑋𝑋) + 𝑣𝑣𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑌𝑌) + 2𝑐𝑐𝑟𝑟𝑣𝑣(𝑋𝑋,𝑌𝑌) 𝑣𝑣𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑋𝑋 − 𝑌𝑌) = 𝑣𝑣𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑋𝑋) + 𝑣𝑣𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑌𝑌) − 2𝑐𝑐𝑟𝑟𝑣𝑣(𝑋𝑋,𝑌𝑌) 𝑐𝑐𝑟𝑟𝑣𝑣(𝑟𝑟𝑋𝑋, 𝑐𝑐𝑌𝑌) = 𝑟𝑟𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑟𝑟𝑣𝑣(𝑋𝑋,𝑌𝑌);    𝑐𝑐𝑟𝑟𝑣𝑣(𝑥𝑥,𝑟𝑟) = 0 𝑐𝑐𝑟𝑟𝑣𝑣(𝑋𝑋 + 𝑌𝑌,𝑍𝑍) = 𝑐𝑐𝑟𝑟𝑣𝑣(𝑋𝑋,𝑍𝑍) + 𝑐𝑐𝑟𝑟𝑣𝑣(𝑌𝑌,𝑍𝑍) 𝑋𝑋~𝑁𝑁(𝜇𝜇,𝜎𝜎2)   ⇒   𝑟𝑟𝑋𝑋 + 𝑐𝑐~𝑁𝑁(𝑟𝑟𝜇𝜇 + 𝑐𝑐,𝑟𝑟2𝜎𝜎2)   
 
PROGRAMACIÓN EN R 
Los contenidos que se cubren en cada uno de los siguientes scripts de R son los 
siguientes.  
1. T11_RLS 
- Modelo de regresión lineal simple 
- Estimador MCO y output de la estimación MCO con la función lm() 
- Implicaciones algebraicas de la estimación MCO 
- Regresión a través del origen 
- Unidades de medida: cambios de escala y cambios de origen 
2. T12_RLM 
- Modelo de regresión lineal múltiple 
- Estimador MCO y output de la estimación MCO con la función lm() 
- Contrastes de hipótesis con el paquete car 
3. T13_FormulaRLM 
- Estimador MCO y output de la estimación MCO mediante programación manual 
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- Contrastes de hipótesis mediante programación manual utilizando las fórmulas 
algebraicas correspondientes 
4. T14_Dummy 
- Información cualitativa: variables dummy y variables categóricas 
5. T15_MonteCarlo 
- Diseño de experimentos de Monte Carlo para determinar cuál es la distribución 
del estimador MCO bajo el supuesto extra de que los errores son Normales y 
cuando dicho supuesto extra no se cumple 
 
Bibliografía 
Wooldridge (2016): Capítulos 1-6 
Heiss (2016): Capítulos 2-7 
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▼♦❞❡❧♦ ❞❡ ❘❡❣r❡s✐ó♥ ▲✐♥❡❛❧ ❙✐♠♣❧❡ ✭▼❘▲❙✮ ♣❛r❛ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ❞❡ s❛❧❛r✐♦s✿
log(wage)i = β1 + β2educi + ui i = 1, . . . , n





★★ ✬❞❛t❛✳❢r❛♠❡✬✿ ✺✷✻ ♦❜s✳ ♦❢ ✷✹ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿
★★ ✩ ✇❛❣❡ ✿ ♥✉♠ ✸✳✶ ✸✳✷✹ ✸ ✻ ✺✳✸ ✳✳✳
★★ ✩ ❡❞✉❝ ✿ ✐♥t ✶✶ ✶✷ ✶✶ ✽ ✶✷ ✶✻ ✶✽ ✶✷ ✶✷ ✶✼ ✳✳✳
★★ ✩ ❡①♣❡r ✿ ✐♥t ✷ ✷✷ ✷ ✹✹ ✼ ✾ ✶✺ ✺ ✷✻ ✷✷ ✳✳✳
★★ ✩ t❡♥✉r❡ ✿ ✐♥t ✵ ✷ ✵ ✷✽ ✷ ✽ ✼ ✸ ✹ ✷✶ ✳✳✳
★★ ✩ ♥♦♥✇❤✐t❡✿ ✐♥t ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✳✳✳
★★ ✩ ❢❡♠❛❧❡ ✿ ✐♥t ✶ ✶ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✶ ✶ ✵ ✳✳✳
★★ ✩ ♠❛rr✐❡❞ ✿ ✐♥t ✵ ✶ ✵ ✶ ✶ ✶ ✵ ✵ ✵ ✶ ✳✳✳
★★ ✩ ♥✉♠❞❡♣ ✿ ✐♥t ✷ ✸ ✷ ✵ ✶ ✵ ✵ ✵ ✷ ✵ ✳✳✳
★★ ✩ s♠s❛ ✿ ✐♥t ✶ ✶ ✵ ✶ ✵ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✳✳✳
★★ ✩ ♥♦rt❤❝❡♥✿ ✐♥t ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✳✳✳
★★ ✩ s♦✉t❤ ✿ ✐♥t ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✳✳✳
★★ ✩ ✇❡st ✿ ✐♥t ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✳✳✳
★★ ✩ ❝♦♥str✉❝✿ ✐♥t ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✳✳✳
★★ ✩ ♥❞✉r♠❛♥ ✿ ✐♥t ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✳✳✳
★★ ✩ tr❝♦♠♠♣✉✿ ✐♥t ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✳✳✳
★★ ✩ tr❛❞❡ ✿ ✐♥t ✵ ✵ ✶ ✵ ✵ ✵ ✶ ✵ ✶ ✵ ✳✳✳
★★ ✩ s❡r✈✐❝❡s✿ ✐♥t ✵ ✶ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✳✳✳
★★ ✩ ♣r♦❢s❡r✈✿ ✐♥t ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✶ ✵ ✵ ✵ ✵ ✳✳✳
★★ ✩ ♣r♦❢♦❝❝ ✿ ✐♥t ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✳✳✳
★★ ✩ ❝❧❡r♦❝❝ ✿ ✐♥t ✵ ✵ ✵ ✶ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✳✳✳
★★ ✩ s❡r✈♦❝❝ ✿ ✐♥t ✵ ✶ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✳✳✳
★★ ✩ ❧✇❛❣❡ ✿ ♥✉♠ ✶✳✶✸ ✶✳✶✽ ✶✳✶ ✶✳✼✾ ✶✳✻✼ ✳✳✳
★★ ✩ ❡①♣❡rsq ✿ ✐♥t ✹ ✹✽✹ ✹ ✶✾✸✻ ✹✾ ✽✶ ✷✷✺ ✷✺ ✻✼✻ ✹✽✹ ✳✳✳
★★ ✩ t❡♥✉rsq ✿ ✐♥t ✵ ✹ ✵ ✼✽✹ ✹ ✻✹ ✹✾ ✾ ✶✻ ✹✹✶ ✳✳✳
★★ ✲ ❛ttr✭✯✱ ✧t✐♠❡✳st❛♠♣✧✮❂ ❝❤r ✧✷✺ ❏✉♥ ✷✵✶✶ ✷✸✿✵✸✧
❛ttr✭✇❛❣❡✶✱ ✧✈❛r✳❧❛❜❡❧s✧✮
★★ ◆❯▲▲
★ ✇❛❣❡✶✳❧❛❜❡❧s ❁✲ ❛s✳❞❛t❛✳❢r❛♠❡✭❛ttr✭✇❛❣❡✶✱ ✬✈❛r✳❧❛❜❡❧s✬✮✮ ★ ❙✐ q✉✐❡r♦ ❛❧♠❛❝❡♥❛r ❧❛s
★ ❡t✐q✉❡t❛s ❡♥ ✉♥ ❞❛t❛ ❢r❛♠❡
❞✐♠✭✇❛❣❡✶✮
★★ ❬✶❪ ✺✷✻ ✷✹
✇❞❛t❛ ❁✲ ✇❛❣❡✶❬✱ ❝✭✧✇❛❣❡✧✱ ✧❡❞✉❝✧✮❪




★★ ▼✐♥✳ ✿ ✵✳✺✸✵ ▼✐♥✳ ✿ ✵✳✵✵
★★ ✶st ◗✉✳✿ ✸✳✸✸✵ ✶st ◗✉✳✿✶✷✳✵✵
★★ ▼❡❞✐❛♥ ✿ ✹✳✻✺✵ ▼❡❞✐❛♥ ✿✶✷✳✵✵
★★ ▼❡❛♥ ✿ ✺✳✽✾✻ ▼❡❛♥ ✿✶✷✳✺✻
★★ ✸r❞ ◗✉✳✿ ✻✳✽✽✵ ✸r❞ ◗✉✳✿✶✹✳✵✵
★★ ▼❛①✳ ✿✷✹✳✾✽✵ ▼❛①✳ ✿✶✽✳✵✵
❊❧ s❝❛tt❡r ♣❧♦t ❡①♣❧♦r❛ s✐ ❡①✐st❡ ✉♥❛ r❡❧❛❝✐ó♥ ❧✐♥❡❛❧ ❡♥tr❡ x ❡ y ✭✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡✴r❡s♣✉❡st❛✮✳
s❝❛tt❡r✳s♠♦♦t❤✭① ❂ ✇❞❛t❛✩❡❞✉❝✱ ② ❂ ✇❞❛t❛✩✇❛❣❡✱ ♠❛✐♥ ❂ ✧❲❛❣❡ ⑦ ❊❞✉❝✧✮






















P❛r❛ ❧❛ ❞❡t❡❝❝✐ó♥ ❞❡ ♦✉t❧✐❡rs ✭✶✳✺✯■◗❘✮ ✉s❛♠♦s ❡❧ ❣rá✜❝♦ ❝❛❥❛ ✭❜♦① ♣❧♦t✮✳
♣❛r✭♠❢r♦✇ ❂ ❝✭✶✱ ✷✮✮ ★ ❉✐✈✐❞❡ ❡❧ ❄r❡❛ ❞❡❧ ❣r❄❢✐❝♦ ❡♥ ❞♦s ❝♦❧✉♠♥❛s
❜♦①♣❧♦t✭✇❞❛t❛✩✇❛❣❡✱ ♠❛✐♥ ❂ ✧❲❛❣❡✧✱ s✉❜ ❂ ♣❛st❡✭✧❖✉t❧✐❡r r♦✇s✿ ✧✱ ❜♦①♣❧♦t✳st❛ts✭✇❞❛t❛✩✇❛❣❡✮✩♦✉t✮✮
❜♦①♣❧♦t✭✇❞❛t❛✩❡❞✉❝✱ ♠❛✐♥ ❂ ✧❊❞✉❝✧✱ s✉❜ ❂ ♣❛st❡✭✧❖✉t❧✐❡r r♦✇s✿ ✧✱ ❜♦①♣❧♦t✳st❛ts✭✇❞❛t❛✩❡❞✉❝✮✩♦✉t✮✮





















Outlier rows:  8Outlier rows: 184267035
P❛r❛ ❝♦♥tr❛st❛ s✐ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡ ❡s ♥♦r♠❛❧ ✉t✐❧✐③❛♠♦s ❡❧ ❞❡♥s✐t② ♣❧♦t✳
♣❛r✭♠❢r♦✇ ❂ ❝✭✶✱ ✷✮✮ ★ ❞✐✈✐❞❡ ❣r❛♣❤ ❛r❡❛ ✐♥ ✷ ❝♦❧✉♠♥s
♣❧♦t✭❞❡♥s✐t②✭✇❞❛t❛✩✇❛❣❡✮✱ ♠❛✐♥ ❂ ✧❉❡♥s✐t② P❧♦t✿ ❲❛❣❡✧✱ ②❧❛❜ ❂ ✧❋r❡q✉❡♥❝②✧✱ s✉❜ ❂ ♣❛st❡✭✧❙❦❡✇♥❡ss✿✧✱
r♦✉♥❞✭❡✶✵✼✶✿✿s❦❡✇♥❡ss✭✇❞❛t❛✩✇❛❣❡✮✱ ✷✮✮✮
♣♦❧②❣♦♥✭❞❡♥s✐t②✭✇❞❛t❛✩✇❛❣❡✮✱ ❝♦❧ ❂ ✧r❡❞✧✮
♣❧♦t✭❞❡♥s✐t②✭✇❞❛t❛✩❡❞✉❝✮✱ ♠❛✐♥ ❂ ✧❉❡♥s✐t② P❧♦t✿ ❊❞✉❝✧✱ ②❧❛❜ ❂ ✧❋r❡q✉❡♥❝②✧✱ s✉❜ ❂ ♣❛st❡✭✧❙❦❡✇♥❡ss✿✧✱
r♦✉♥❞✭❡✶✵✼✶✿✿s❦❡✇♥❡ss✭✇❞❛t❛✩❡❞✉❝✮✱ ✷✮✮✮
♣♦❧②❣♦♥✭❞❡♥s✐t②✭✇❞❛t❛✩❡❞✉❝✮✱ ❝♦❧ ❂ ✧r❡❞✧✮
♣❛r✭♠❢r♦✇ ❂ ❝✭✶✱ ✶✮✮ ★ ❘❡s❡t t❤❡ ♠❢r♦✇ ♣❛r❛♠❡t❡r
★ ❞❡✈✳♦❢❢✭✮


















































❈♦rr❡❧❛❝✐ó♥ ρ ✭✈❛❧♦r ❡♥tr❡ ✲✶ ② ✶✮✳ ❇❛❥❛ ❝♦rr❡❧❛❝✐ó♥ s✐ r❡s✉❧t❛❞♦ −0.2 < ρ < 0.2✳
❝♦r✭✇❞❛t❛✩✇❛❣❡✱ ✇❞❛t❛✩❡❞✉❝✮
★★ ❬✶❪ ✵✳✹✵✺✾✵✸✸
❈♦♥tr❛st❡ ❞❡ ❝♦rr❡❧❛❝✐ó♥ ✭t❡st ❞❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❛ ❧✐♥❡❛❧✮✿ H0 : ρ = 0 ✈s✳ ρ 6= 0✳ ➽❊s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈♦ ♦ ♥♦ ❡st❡
✈❛❧♦r ❞❡ ❧❛ ❝♦rr❡❧❛❝✐ó♥❄
❝♦r✳t❡st✭✇❞❛t❛✩✇❛❣❡✱ ✇❞❛t❛✩❡❞✉❝✮
★★
★★ P❡❛rs♦♥✬s ♣r♦❞✉❝t✲♠♦♠❡♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
★★
★★ ❞❛t❛✿ ✇❞❛t❛✩✇❛❣❡ ❛♥❞ ✇❞❛t❛✩❡❞✉❝
★★ t ❂ ✶✵✳✶✻✼✱ ❞❢ ❂ ✺✷✹✱ ♣✲✈❛❧✉❡ ❁ ✷✳✷❡✲✶✻
★★ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s✿ tr✉❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❡q✉❛❧ t♦ ✵





✷ ❊st✐♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ▼í♥✐♠♦s ❈✉❛❞r❛❞♦s ❖r❞✐♥❛r✐♦s ✭▼❈❖✮
✷✳✶ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❢ór♠✉❧❛✿ ❡❝✉❛❝✐♦♥❡s ♥♦r♠❛❧❡s















❝♦✈①② ❁✲ ❝♦✈✭✇❞❛t❛✩✇❛❣❡✱ ✇❞❛t❛✩❡❞✉❝✮
❝♦✈①②
★★ ❬✶❪ ✹✳✶✺✵✽✻✹





❜✶ ❁✲ ♠❡❛♥② ✲ ❜✷ ✯ ♠❡❛♥①
❜✶
★★ ❬✶❪ ✲✵✳✾✵✹✽✺✶✻
✷✳✷ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❧♠
P♦❞❡♠♦s ❡s♣❡❝✐✜❝❛r ❧♦s ❞❛t♦s ❞❡ ❞✐st✐♥t❛s ❢♦r♠❛s✳
❆❧t❡r♥❛t✐✈❛ ✶✿












★★ ❬✶❪ ✧❝♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts✧ ✧r❡s✐❞✉❛❧s✧ ✧❡❢❢❡❝ts✧ ✧r❛♥❦✧ ✧❢✐tt❡❞✳✈❛❧✉❡s✧
★★ ❬✻❪ ✧❛ss✐❣♥✧ ✧qr✧ ✧❞❢✳r❡s✐❞✉❛❧✧ ✧①❧❡✈❡❧s✧ ✧❝❛❧❧✧
★★ ❬✶✶❪ ✧t❡r♠s✧ ✧♠♦❞❡❧✧
✻
str✭♦❧s✮
★★ ▲✐st ♦❢ ✶✷
★★ ✩ ❝♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts ✿ ◆❛♠❡❞ ♥✉♠ ❬✶✿✷❪ ✲✵✳✾✵✺ ✵✳✺✹✶
★★ ✳✳✲ ❛ttr✭✯✱ ✧♥❛♠❡s✧✮❂ ❝❤r ❬✶✿✷❪ ✧✭■♥t❡r❝❡♣t✮✧ ✧❡❞✉❝✧
★★ ✩ r❡s✐❞✉❛❧s ✿ ◆❛♠❡❞ ♥✉♠ ❬✶✿✺✷✻❪ ✲✶✳✾✺ ✲✷✳✸✺✶ ✲✷✳✵✺ ✷✳✺✼✹ ✲✵✳✷✾✶ ✳✳✳
★★ ✳✳✲ ❛ttr✭✯✱ ✧♥❛♠❡s✧✮❂ ❝❤r ❬✶✿✺✷✻❪ ✧✶✧ ✧✷✧ ✧✸✧ ✧✹✧ ✳✳✳
★★ ✩ ❡❢❢❡❝ts ✿ ◆❛♠❡❞ ♥✉♠ ❬✶✿✺✷✻❪ ✲✶✸✺✳✷✷✺ ✸✹✳✸✹✼ ✲✶✳✾✶✺ ✷✳✽✶✺ ✲✵✳✶✾✷ ✳✳✳
★★ ✳✳✲ ❛ttr✭✯✱ ✧♥❛♠❡s✧✮❂ ❝❤r ❬✶✿✺✷✻❪ ✧✭■♥t❡r❝❡♣t✮✧ ✧❡❞✉❝✧ ✧✧ ✧✧ ✳✳✳
★★ ✩ r❛♥❦ ✿ ✐♥t ✷
★★ ✩ ❢✐tt❡❞✳✈❛❧✉❡s✿ ◆❛♠❡❞ ♥✉♠ ❬✶✿✺✷✻❪ ✺✳✵✺ ✺✳✺✾ ✺✳✵✺ ✸✳✹✸ ✺✳✺✾ ✳✳✳
★★ ✳✳✲ ❛ttr✭✯✱ ✧♥❛♠❡s✧✮❂ ❝❤r ❬✶✿✺✷✻❪ ✧✶✧ ✧✷✧ ✧✸✧ ✧✹✧ ✳✳✳
★★ ✩ ❛ss✐❣♥ ✿ ✐♥t ❬✶✿✷❪ ✵ ✶
★★ ✩ qr ✿▲✐st ♦❢ ✺
★★ ✳✳✩ qr ✿ ♥✉♠ ❬✶✿✺✷✻✱ ✶✿✷❪ ✲✷✷✳✾✸✹✼ ✵✳✵✹✸✻ ✵✳✵✹✸✻ ✵✳✵✹✸✻ ✵✳✵✹✸✻ ✳✳✳
★★ ✳✳ ✳✳✲ ❛ttr✭✯✱ ✧❞✐♠♥❛♠❡s✧✮❂▲✐st ♦❢ ✷
★★ ✳✳ ✳✳ ✳✳✩ ✿ ❝❤r ❬✶✿✺✷✻❪ ✧✶✧ ✧✷✧ ✧✸✧ ✧✹✧ ✳✳✳
★★ ✳✳ ✳✳ ✳✳✩ ✿ ❝❤r ❬✶✿✷❪ ✧✭■♥t❡r❝❡♣t✮✧ ✧❡❞✉❝✧
★★ ✳✳ ✳✳✲ ❛ttr✭✯✱ ✧❛ss✐❣♥✧✮❂ ✐♥t ❬✶✿✷❪ ✵ ✶
★★ ✳✳✩ qr❛✉①✿ ♥✉♠ ❬✶✿✷❪ ✶✳✵✹ ✶✳✵✶
★★ ✳✳✩ ♣✐✈♦t✿ ✐♥t ❬✶✿✷❪ ✶ ✷
★★ ✳✳✩ t♦❧ ✿ ♥✉♠ ✶❡✲✵✼
★★ ✳✳✩ r❛♥❦ ✿ ✐♥t ✷
★★ ✳✳✲ ❛ttr✭✯✱ ✧❝❧❛ss✧✮❂ ❝❤r ✧qr✧
★★ ✩ ❞❢✳r❡s✐❞✉❛❧ ✿ ✐♥t ✺✷✹
★★ ✩ ①❧❡✈❡❧s ✿ ◆❛♠❡❞ ❧✐st✭✮
★★ ✩ ❝❛❧❧ ✿ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❧♠✭❢♦r♠✉❧❛ ❂ ✇❛❣❡ ⑦ ❡❞✉❝✱ ❞❛t❛ ❂ ✇❞❛t❛✮
★★ ✩ t❡r♠s ✿❈❧❛ss❡s ✬t❡r♠s✬✱ ✬❢♦r♠✉❧❛✬ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✇❛❣❡ ⑦ ❡❞✉❝
★★ ✳✳ ✳✳✲ ❛ttr✭✯✱ ✧✈❛r✐❛❜❧❡s✧✮❂ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❧✐st✭✇❛❣❡✱ ❡❞✉❝✮
★★ ✳✳ ✳✳✲ ❛ttr✭✯✱ ✧❢❛❝t♦rs✧✮❂ ✐♥t ❬✶✿✷✱ ✶❪ ✵ ✶
★★ ✳✳ ✳✳ ✳✳✲ ❛ttr✭✯✱ ✧❞✐♠♥❛♠❡s✧✮❂▲✐st ♦❢ ✷
★★ ✳✳ ✳✳ ✳✳ ✳✳✩ ✿ ❝❤r ❬✶✿✷❪ ✧✇❛❣❡✧ ✧❡❞✉❝✧
★★ ✳✳ ✳✳ ✳✳ ✳✳✩ ✿ ❝❤r ✧❡❞✉❝✧
★★ ✳✳ ✳✳✲ ❛ttr✭✯✱ ✧t❡r♠✳❧❛❜❡❧s✧✮❂ ❝❤r ✧❡❞✉❝✧
★★ ✳✳ ✳✳✲ ❛ttr✭✯✱ ✧♦r❞❡r✧✮❂ ✐♥t ✶
★★ ✳✳ ✳✳✲ ❛ttr✭✯✱ ✧✐♥t❡r❝❡♣t✧✮❂ ✐♥t ✶
★★ ✳✳ ✳✳✲ ❛ttr✭✯✱ ✧r❡s♣♦♥s❡✧✮❂ ✐♥t ✶
★★ ✳✳ ✳✳✲ ❛ttr✭✯✱ ✧✳❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t✧✮❂❁❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✿ ❘❴●❧♦❜❛❧❊♥✈❃
★★ ✳✳ ✳✳✲ ❛ttr✭✯✱ ✧♣r❡❞✈❛rs✧✮❂ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❧✐st✭✇❛❣❡✱ ❡❞✉❝✮
★★ ✳✳ ✳✳✲ ❛ttr✭✯✱ ✧❞❛t❛❈❧❛ss❡s✧✮❂ ◆❛♠❡❞ ❝❤r ❬✶✿✷❪ ✧♥✉♠❡r✐❝✧ ✧♥✉♠❡r✐❝✧
★★ ✳✳ ✳✳ ✳✳✲ ❛ttr✭✯✱ ✧♥❛♠❡s✧✮❂ ❝❤r ❬✶✿✷❪ ✧✇❛❣❡✧ ✧❡❞✉❝✧
★★ ✩ ♠♦❞❡❧ ✿✬❞❛t❛✳❢r❛♠❡✬✿ ✺✷✻ ♦❜s✳ ♦❢ ✷ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿
★★ ✳✳✩ ✇❛❣❡✿ ♥✉♠ ❬✶✿✺✷✻❪ ✸✳✶ ✸✳✷✹ ✸ ✻ ✺✳✸ ✳✳✳
★★ ✳✳✩ ❡❞✉❝✿ ✐♥t ❬✶✿✺✷✻❪ ✶✶ ✶✷ ✶✶ ✽ ✶✷ ✶✻ ✶✽ ✶✷ ✶✷ ✶✼ ✳✳✳
★★ ✳✳✲ ❛ttr✭✯✱ ✧t❡r♠s✧✮❂❈❧❛ss❡s ✬t❡r♠s✬✱ ✬❢♦r♠✉❧❛✬ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✇❛❣❡ ⑦ ❡❞✉❝
★★ ✳✳ ✳✳ ✳✳✲ ❛ttr✭✯✱ ✧✈❛r✐❛❜❧❡s✧✮❂ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❧✐st✭✇❛❣❡✱ ❡❞✉❝✮
★★ ✳✳ ✳✳ ✳✳✲ ❛ttr✭✯✱ ✧❢❛❝t♦rs✧✮❂ ✐♥t ❬✶✿✷✱ ✶❪ ✵ ✶
★★ ✳✳ ✳✳ ✳✳ ✳✳✲ ❛ttr✭✯✱ ✧❞✐♠♥❛♠❡s✧✮❂▲✐st ♦❢ ✷
★★ ✳✳ ✳✳ ✳✳ ✳✳ ✳✳✩ ✿ ❝❤r ❬✶✿✷❪ ✧✇❛❣❡✧ ✧❡❞✉❝✧
★★ ✳✳ ✳✳ ✳✳ ✳✳ ✳✳✩ ✿ ❝❤r ✧❡❞✉❝✧
★★ ✳✳ ✳✳ ✳✳✲ ❛ttr✭✯✱ ✧t❡r♠✳❧❛❜❡❧s✧✮❂ ❝❤r ✧❡❞✉❝✧
✼
★★ ✳✳ ✳✳ ✳✳✲ ❛ttr✭✯✱ ✧♦r❞❡r✧✮❂ ✐♥t ✶
★★ ✳✳ ✳✳ ✳✳✲ ❛ttr✭✯✱ ✧✐♥t❡r❝❡♣t✧✮❂ ✐♥t ✶
★★ ✳✳ ✳✳ ✳✳✲ ❛ttr✭✯✱ ✧r❡s♣♦♥s❡✧✮❂ ✐♥t ✶
★★ ✳✳ ✳✳ ✳✳✲ ❛ttr✭✯✱ ✧✳❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t✧✮❂❁❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✿ ❘❴●❧♦❜❛❧❊♥✈❃
★★ ✳✳ ✳✳ ✳✳✲ ❛ttr✭✯✱ ✧♣r❡❞✈❛rs✧✮❂ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❧✐st✭✇❛❣❡✱ ❡❞✉❝✮
★★ ✳✳ ✳✳ ✳✳✲ ❛ttr✭✯✱ ✧❞❛t❛❈❧❛ss❡s✧✮❂ ◆❛♠❡❞ ❝❤r ❬✶✿✷❪ ✧♥✉♠❡r✐❝✧ ✧♥✉♠❡r✐❝✧
★★ ✳✳ ✳✳ ✳✳ ✳✳✲ ❛ttr✭✯✱ ✧♥❛♠❡s✧✮❂ ❝❤r ❬✶✿✷❪ ✧✇❛❣❡✧ ✧❡❞✉❝✧
★★ ✲ ❛ttr✭✯✱ ✧❝❧❛ss✧✮❂ ❝❤r ✧❧♠✧
❆❧t❡r♥❛t✐✈❛ ✷✿














































❆❧t❡r♥❛t✐✈❛ ❞✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐ó♥ ② r❡❝t❛ ❞❡ r❡❣r❡s✐ó♥✳
★ ♣♥❣✭✬❲❛❣❡❖❧s✳♣♥❣✬✮
♣❧♦t✭✇❛❣❡ ⑦ ❡❞✉❝✱ ❞❛t❛ ❂ ✇❞❛t❛✮
❛❜❧✐♥❡✭♦❧s✮
★ ❞❡✈✳♦❢❢✭✮
















✸ ❖✉t♣✉t ❡st✐♠❛❝✐ó♥ ▼❈❖






★★ ❧♠✭❢♦r♠✉❧❛ ❂ ✇❛❣❡ ⑦ ❡❞✉❝✱ ❞❛t❛ ❂ ✇❞❛t❛✮
★★
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧s✿
★★ ▼✐♥ ✶◗ ▼❡❞✐❛♥ ✸◗ ▼❛①
★★ ✲✺✳✸✸✾✻ ✲✷✳✶✺✵✶ ✲✵✳✾✻✼✹ ✶✳✶✾✷✶ ✶✻✳✻✵✽✺
★★
★★ ❈♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts✿
★★ ❊st✐♠❛t❡ ❙t❞✳ ❊rr♦r t ✈❛❧✉❡ Pr✭❃⑤t⑤✮
★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✲✵✳✾✵✹✽✺ ✵✳✻✽✹✾✼ ✲✶✳✸✷✶ ✵✳✶✽✼
★★ ❡❞✉❝ ✵✳✺✹✶✸✻ ✵✳✵✺✸✷✺ ✶✵✳✶✻✼ ❁✷❡✲✶✻ ✯✯✯
★★ ✲✲✲
★★ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶
★★
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦r✿ ✸✳✸✼✽ ♦♥ ✺✷✹ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠
★★ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✶✻✹✽✱❆❞❥✉st❡❞ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✶✻✸✷




★★ ❬✶❪ ✧❝❛❧❧✧ ✧t❡r♠s✧ ✧r❡s✐❞✉❛❧s✧ ✧❝♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts✧ ✧❛❧✐❛s❡❞✧
★★ ❬✻❪ ✧s✐❣♠❛✧ ✧❞❢✧ ✧r✳sq✉❛r❡❞✧ ✧❛❞❥✳r✳sq✉❛r❡❞✧ ✧❢st❛t✐st✐❝✧
★★ ❬✶✶❪ ✧❝♦✈✳✉♥s❝❛❧❡❞✧
❼ ❊❧ ❡st✐♠❛❞♦r β̂ = (β̂1, β̂2)
′
♦✉t♣✉t✩❝♦❡❢
★★ ❊st✐♠❛t❡ ❙t❞✳ ❊rr♦r t ✈❛❧✉❡ Pr✭❃⑤t⑤✮
★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✲✵✳✾✵✹✽✺✶✻ ✵✳✻✽✹✾✻✼✽✷ ✲✶✳✸✷✶✵✶✸ ✶✳✽✼✵✼✸✺❡✲✵✶
★★ ❡❞✉❝ ✵✳✺✹✶✸✺✾✸ ✵✳✵✺✸✷✹✽✵✹ ✶✵✳✶✻✻✼✹✻ ✷✳✼✽✷✺✾✾❡✲✷✷




❼ ●r❛❞♦s ❞❡ ❧✐❜❡rt❛❞
❞❢✳♦❧s ❁✲ ♦✉t♣✉t✩❞❢ ★ ❉❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠
❞❢✳♦❧s
★★ ❬✶❪ ✷ ✺✷✹ ✷
✶✵
❼ ❊❧ ❡st✐♠❛❞♦r ˆV ar(β̂) = σ̂2(X ′X)−1
❝✈❜❤❛t ❁✲ s❤❛t❫✷ ✯ ♦✉t♣✉t✩❝♦✈✳✉♥s❝❛❧❡❞
❝✈❜❤❛t
★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ❡❞✉❝
★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✵✳✹✻✾✶✽✵✾ ✲✵✳✵✸✺✻✶✾✽✵✶
★★ ❡❞✉❝ ✲✵✳✵✸✺✻✶✾✽ ✵✳✵✵✷✽✸✺✸✺✸



















✸✳ ▲❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❢✐tt❡❞ ♦ ❢✐tt❡❞✳✈❛❧✉❡s ♣❛r❛ ❡①tr❛❡r ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ❛❥✉st❛❞♦s✳
②❤❛t ❁✲ ❢✐tt❡❞✭♦❧s✮
❤❡❛❞✭②❤❛t✮
★★ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻
★★ ✺✳✵✺✵✶✵✵ ✺✳✺✾✶✹✺✾ ✺✳✵✺✵✶✵✵ ✸✳✹✷✻✵✷✷ ✺✳✺✾✶✹✺✾ ✼✳✼✺✻✽✾✻
❤❡❛❞✭♦❧s✩❢✐tt❡❞✳✈❛❧✉❡s✮
★★ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻
★★ ✺✳✵✺✵✶✵✵ ✺✳✺✾✶✹✺✾ ✺✳✵✺✵✶✵✵ ✸✳✹✷✻✵✷✷ ✺✳✺✾✶✹✺✾ ✼✳✼✺✻✽✾✻
✶✶
s✉♠♠❛r②✭②❤❛t✮
★★ ▼✐♥✳ ✶st ◗✉✳ ▼❡❞✐❛♥ ▼❡❛♥ ✸r❞ ◗✉✳ ▼❛①✳
★★ ✲✵✳✾✵✹✾ ✺✳✺✾✶✺ ✺✳✺✾✶✺ ✺✳✽✾✻✶ ✻✳✻✼✹✷ ✽✳✽✸✾✻
✹✳ ▲❛ ❢✉♥❝✐ó♥ r❡s✐❞✉❛❧s ♦ r❡s✐❞ ♣❛r❛ ❡①tr❛❡r ❧♦s r❡s✐❞✉♦s✳
✉❤❛t ❁✲ r❡s✐❞✭♦❧s✮
❤❡❛❞✭✉❤❛t✮
★★ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻
★★ ✲✶✳✾✺✵✶✵✵✸ ✲✷✳✸✺✶✹✺✾✹ ✲✷✳✵✺✵✶✵✵✷ ✷✳✺✼✸✾✼✼✻ ✲✵✳✷✾✶✹✺✾✸ ✵✳✾✾✸✶✵✸✺
❤❡❛❞✭♦❧s✩r❡s✐❞✉❛❧s✮
★★ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻
★★ ✲✶✳✾✺✵✶✵✵✸ ✲✷✳✸✺✶✹✺✾✹ ✲✷✳✵✺✵✶✵✵✷ ✷✳✺✼✸✾✼✼✻ ✲✵✳✷✾✶✹✺✾✸ ✵✳✾✾✸✶✵✸✺
s✉♠♠❛r②✭✉❤❛t✮
★★ ▼✐♥✳ ✶st ◗✉✳ ▼❡❞✐❛♥ ▼❡❛♥ ✸r❞ ◗✉✳ ▼❛①✳
★★ ✲✺✳✸✸✾✻ ✲✷✳✶✺✵✶ ✲✵✳✾✻✼✹ ✵✳✵✵✵✵ ✶✳✶✾✷✶ ✶✻✳✻✵✽✺
❈á❧❝✉❧♦ ♠❛♥✉❛❧ ❞❡❧ ✈❛❧♦r ❡st✐♠❛❞♦ ŷ ② ❞❡ ❧♦s r❡s✐❞✉♦s û✳
②❛❥✉st❛❞♦ ❁✲ ❜❤❛t❬✶❪ ✰ ❜❤❛t❬✷❪ ✯ ✇❞❛t❛✩❡❞✉❝
❤❡❛❞✭②❛❥✉st❛❞♦✮
★★ ❬✶❪ ✺✳✵✺✵✶✵✵ ✺✳✺✾✶✹✺✾ ✺✳✵✺✵✶✵✵ ✸✳✹✷✻✵✷✷ ✺✳✺✾✶✹✺✾ ✼✳✼✺✻✽✾✻
②❛❥✉st❛❞♦✶ ❁✲ ❜❤❛t❬✧✭■♥t❡r❝❡♣t✮✧❪ ✰ ❜❤❛t❬✧❡❞✉❝✧❪ ✯ ✇❞❛t❛✩❡❞✉❝
❤❡❛❞✭②❛❥✉st❛❞♦✶✮
★★ ❬✶❪ ✺✳✵✺✵✶✵✵ ✺✳✺✾✶✹✺✾ ✺✳✵✺✵✶✵✵ ✸✳✹✷✻✵✷✷ ✺✳✺✾✶✹✺✾ ✼✳✼✺✻✽✾✻
r❡s✐❞✉♦s ❁✲ ✇❞❛t❛✩✇❛❣❡ ✲ ②❛❥✉st❛❞♦
❤❡❛❞✭r❡s✐❞✉♦s✮
★★ ❬✶❪ ✲✶✳✾✺✵✶✵✵✸ ✲✷✳✸✺✶✹✺✾✹ ✲✷✳✵✺✵✶✵✵✷ ✷✳✺✼✸✾✼✼✻ ✲✵✳✷✾✶✹✺✾✸ ✵✳✾✾✸✶✵✸✺
❤❡❛❞✭❝❜✐♥❞✭②❤❛t✱ ②❛❥✉st❛❞♦✱ ②❛❥✉st❛❞♦✶✱ ✉❤❛t✱ r❡s✐❞✉♦s✮✮
★★ ②❤❛t ②❛❥✉st❛❞♦ ②❛❥✉st❛❞♦✶ ✉❤❛t r❡s✐❞✉♦s
★★ ✶ ✺✳✵✺✵✶✵✵ ✺✳✵✺✵✶✵✵ ✺✳✵✺✵✶✵✵ ✲✶✳✾✺✵✶✵✵✸ ✲✶✳✾✺✵✶✵✵✸
★★ ✷ ✺✳✺✾✶✹✺✾ ✺✳✺✾✶✹✺✾ ✺✳✺✾✶✹✺✾ ✲✷✳✸✺✶✹✺✾✹ ✲✷✳✸✺✶✹✺✾✹
★★ ✸ ✺✳✵✺✵✶✵✵ ✺✳✵✺✵✶✵✵ ✺✳✵✺✵✶✵✵ ✲✷✳✵✺✵✶✵✵✷ ✲✷✳✵✺✵✶✵✵✷
★★ ✹ ✸✳✹✷✻✵✷✷ ✸✳✹✷✻✵✷✷ ✸✳✹✷✻✵✷✷ ✷✳✺✼✸✾✼✼✻ ✷✳✺✼✸✾✼✼✻
★★ ✺ ✺✳✺✾✶✹✺✾ ✺✳✺✾✶✹✺✾ ✺✳✺✾✶✹✺✾ ✲✵✳✷✾✶✹✺✾✸ ✲✵✳✷✾✶✹✺✾✸
★★ ✻ ✼✳✼✺✻✽✾✻ ✼✳✼✺✻✽✾✻ ✼✳✼✺✻✽✾✻ ✵✳✾✾✸✶✵✸✺ ✵✳✾✾✸✶✵✸✺
✶✷
t❛✐❧✭❝❜✐♥❞✭②❤❛t✱ ②❛❥✉st❛❞♦✱ ②❛❥✉st❛❞♦✶✱ ✉❤❛t✱ r❡s✐❞✉♦s✮✮
★★ ②❤❛t ②❛❥✉st❛❞♦ ②❛❥✉st❛❞♦✶ ✉❤❛t r❡s✐❞✉♦s
★★ ✺✷✶ ✺✳✺✾✶✹✺✾ ✺✳✺✾✶✹✺✾ ✺✳✺✾✶✹✺✾ ✵✳✵✺✽✺✹✵✻✺ ✵✳✵✺✽✺✹✵✻✺
★★ ✺✷✷ ✼✳✼✺✻✽✾✻ ✼✳✼✺✻✽✾✻ ✼✳✼✺✻✽✾✻ ✼✳✷✹✸✶✵✸✺✹ ✼✳✷✹✸✶✵✸✺✹
★★ ✺✷✸ ✹✳✺✵✽✼✹✶ ✹✳✺✵✽✼✹✶ ✹✳✺✵✽✼✹✶ ✲✷✳✷✸✽✼✹✵✾✺ ✲✷✳✷✸✽✼✹✵✾✺
★★ ✺✷✹ ✼✳✷✶✺✺✸✼ ✼✳✷✶✺✺✸✼ ✼✳✷✶✺✺✸✼ ✲✷✳✺✹✺✺✸✼✶✸ ✲✷✳✺✹✺✺✸✼✶✸
★★ ✺✷✺ ✼✳✼✺✻✽✾✻ ✼✳✼✺✻✽✾✻ ✼✳✼✺✻✽✾✻ ✸✳✽✵✸✶✵✸✾✻ ✸✳✽✵✸✶✵✸✾✻
★★ ✺✷✻ ✻✳✻✼✹✶✼✽ ✻✳✻✼✹✶✼✽ ✻✳✻✼✹✶✼✽ ✲✸✳✶✼✹✶✼✼✾✺ ✲✸✳✶✼✹✶✼✼✾✺
❈á❧❝✉❧♦ ♠❛♥✉❛❧ ❞❡ R2✳





❼ R2 = 1− V R
V T
s✐ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ t✐❡♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡
❘✷✳✷ ❁✲ ✶ ✲ ✈❛r✭✉❤❛t✮✴✈❛r✭✇❞❛t❛✩✇❛❣❡✮
❘✷✳✷
★★ ❬✶❪ ✵✳✶✻✹✼✺✼✺
❼ ❊♥ ❡❧ ▼❘▲❙ s❡ ❝✉♠♣❧❡ q✉❡ R2 = r2xy = ρ
2
❘✷✳✸ ❁✲ ❝♦r✭✇❞❛t❛✩✇❛❣❡✱ ✇❞❛t❛✩❡❞✉❝✮❫✷
❘✷✳✸
★★ ❬✶❪ ✵✳✶✻✹✼✺✼✺
❈♦♠♣r♦❜❛♠♦s q✉❡ ♦❜t❡♥❡♠♦s ❡❧ ♠✐s♠♦ r❡s✉❧t❛❞♦ ❞❡ ❧❛s tr❡s ♠❛♥❡r❛s✳
❝❜✐♥❞✭❘✷✱ ❘✷✳✶✱ ❘✷✳✷✱ ❘✷✳✸✮
★★ ❘✷ ❘✷✳✶ ❘✷✳✷ ❘✷✳✸
★★ ❬✶✱❪ ✵✳✶✻✹✼✺✼✺ ✵✳✶✻✹✼✺✼✺ ✵✳✶✻✹✼✺✼✺ ✵✳✶✻✹✼✺✼✺
✺✳ ▲❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❢✳r❡s✐❞✉❛❧ ♣❛r❛ ❡①tr❛❡r ❧♦s ❣r❛❞♦s ❞❡ ❧✐❜❡rt❛❞
❞❢ ❁✲ ❞❢✳r❡s✐❞✉❛❧✭♦❧s✮
♣r✐♥t✭❝✭❞❢✳♦❧s✱ ❞❢✮✮
★★ ❬✶❪ ✷ ✺✷✹ ✷ ✺✷✹
✻✳ ▲❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡✈✐❛♥❝❡ ♣❛r❛ ❡①tr❛❡r ❧♦s s✉♠❛ ❞❡ ❝✉❛❞r❛❞♦s ❞❡ ❧♦s r❡s✐❞✉♦s




❊st✐♠❛❞♦r S2 = σ̂2 ❝❛❧❝✉❧❛❞♦ ❝♦♥ ❧❛ ❢ór♠✉❧❛✳
s✐❣♠❛✷ ❁✲ ❙❙❘✴❞❢
❝❜✐♥❞✭s❤❛t❫✷✱ s✐❣♠❛✷✮ ★ ▲♦ ❝♦♠♣❛r♦ ❝♦♥ ❡❧ ✈❛❧♦r ❝❛❧❝✉❧❛❞♦ ❛rr✐❜❛
★★ s✐❣♠❛✷
★★ ❬✶✱❪ ✶✶✳✹✶✸✺✷ ✶✶✳✹✶✸✺✷




★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✵✳✹✻✾✶✽✵✾ ✲✵✳✵✸✺✻✶✾✽✵✶
★★ ❡❞✉❝ ✲✵✳✵✸✺✻✶✾✽ ✵✳✵✵✷✽✸✺✸✺✸
❝✈❜❤❛t
★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ❡❞✉❝
★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✵✳✹✻✾✶✽✵✾ ✲✵✳✵✸✺✻✶✾✽✵✶
★★ ❡❞✉❝ ✲✵✳✵✸✺✻✶✾✽ ✵✳✵✵✷✽✸✺✸✺✸
✽✳ ▲❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❝♦♥❢✐♥t ♣❛r❛ ❡①tr❛❡r ✐♥t❡r✈❛❧♦s ❞❡ ❝♦♥✜❛♥③❛ ♣❛r❛ ❧♦s ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡s ❞❡ r❡❣r❡s✐ó♥✳
★ ❍❡r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ✭◆✲❑✮ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✭r❡s✐❞✉❛❧ ❞❢✮✱ ❡①❛❝t ✉♥❞❡r
★ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ✭❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧②✮ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✳
❝✐✳❜❤❛t ❁✲ ❝♦♥❢✐♥t✭♦❧s✮
❝✐✳❜❤❛t
★★ ✷✳✺ ✪ ✾✼✳✺ ✪
★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✲✷✳✷✺✵✹✼✶✾ ✵✳✹✹✵✼✻✽✼
★★ ❡❞✉❝ ✵✳✹✸✻✼✺✸✹ ✵✳✻✹✺✾✻✺✶
✾✳ ▲❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❛♥♦✈❛ ♣❛r❛ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛❝✐ó♥ ❞❡ ♠♦❞❡❧♦s ❛♥✐❞❛❞♦s✳ ❙❡ tr❛t❛ ❞❡ ✉♥ ❛♥á❧✐s✐s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ ❝♦♥
❧❛ ❞❡s❝♦♠♣♦s✐❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐❞❛❞ t♦t❛❧ ❡♥ s✉s ❢✉❡♥t❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❝✐ó♥✳ ❊❧ t❡st F ❞❡ ❜♦♥❞❛❞ ❞❡ ❛❥✉st❡
s❡ ♦❜t✐❡♥❡ ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❛ ❞❡ ❆♥♦✈❛✳
❛♥♦✈❛✳♦❧s ❁✲ ❛♥♦✈❛✭♦❧s✮
❛♥♦✈❛✳♦❧s
★★ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❱❛r✐❛♥❝❡ ❚❛❜❧❡
★★
★★ ❘❡s♣♦♥s❡✿ ✇❛❣❡
★★ ❉❢ ❙✉♠ ❙q ▼❡❛♥ ❙q ❋ ✈❛❧✉❡ Pr✭❃❋✮
★★ ❡❞✉❝ ✶ ✶✶✼✾✳✼ ✶✶✼✾✳✼✸ ✶✵✸✳✸✻ ❁ ✷✳✷❡✲✶✻ ✯✯✯
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧s ✺✷✹ ✺✾✽✵✳✼ ✶✶✳✹✶
★★ ✲✲✲
★★ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶
✶✹
✶✵✳ ▲❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❧♦❣▲✐❦ ♣❛r❛ ❡①tr❛❡r ❡❧ ✈❛❧♦r ❞❡❧ ❧♦❣❛r✐t♠♦ ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ ✈❡r♦s✐♠✐❧✐t✉❞ ❡♥ ❡❧ ♠á①✐♠♦
✭❛s✉♠✐❡♥❞♦ ❡rr♦r❡s ♥♦r♠❛❧♠❡♥t❡ ❞✐str✐❜✉✐❞♦s✮✳
▲▲ ❁✲ ❧♦❣▲✐❦✭♦❧s✮
▲▲
★★ ✬❧♦❣ ▲✐❦✳✬ ✲✶✸✽✺✳✼✶✷ ✭❞❢❂✸✮
✶✶✳ ▲❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❆■❈ ♣❛r❛ ❡①tr❛❡r ❧♦s ❝r✐t❡r✐♦s ❞❡ ✐♥❢♦r♠❛❝✐ó♥ ❡♥ ❧❛ ❡st✐♠❛❝✐ó♥ ♣♦r ♠á①✐♠❛ ✈❡r♦s✐♠✐❧✐t✉❞
✭❆■❈✱ ❇■❈✮✳ ❱❛❧♦r❡s ♣❡q✉❡ñ♦s ❞❡ ❛♠❜♦s ❝r✐t❡r✐♦s ✐❞❡♥t✐✜❝❛♥ ♠❡❥♦r❡s ♠♦❞❡❧♦s✳
★ ❦❂ ♥ú♠❡r♦ ❞❡ ♣❛rá♠❡tr♦s ❡st✐♠❛❞♦s❀ ▲✭❦✮ ❡s ❧♦❣❛r✐t♠♦ ✭♥❡♣❡r✐❛♥♦✮ ❞❡ ❧❛ ✈❡r♦s✐♠✐❧✐t✉❞ ❆■❈




s❜❝ ❁✲ ❆■❈✭♦❧s✱ ❦ ❂ ❧♦❣✭◆❘❖❲✭✇❞❛t❛✮✮✮
s❜❝
★★ ❬✶❪ ✷✼✾✵✳✷✶✾
✶✷✳ ▲❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ♣❧♦t ♣❛r❛ ♦❜t❡♥❡r ♠ú❧t✐♣❧❡s ❣rá✜❝♦s ❞❡❧ ❞✐❛❣♥óst✐❝♦ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦✳
♣❧♦t✭♦❧s✮

















































































































❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♥♦s ♠✉❡str❛ ❧♦s s✐❣✉✐❡♥t❡s ❣rá✜❝♦s✿
❼ ❱❛❧♦r❡s ♣r❡❞✐❝❤♦s ❢r❡♥t❡ ❛ ❧♦s r❡s✐❞✉♦s
❼ ❱❛❧♦r❡s ♣r❡❞✐❝❤♦s ❢r❡♥t❡ r❛í③ ❝✉❛❞r❛❞❛ ❞❡ ❧♦s r❡s✐❞✉♦s ❡st❛♥❞❛r✐③❛❞♦s ✭❡♥ ✈❛❧♦r ❛❜s♦❧✉t♦✮
❼ ●rá✜❝♦ ◗✲◗ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐❞❛❞
❼ ▲❡✈❡r❛❣❡ ❢r❡♥t❡ ❛ ❘❡s✐❞✉♦s ❡st❛♥❞❛r✐③❛❞♦s
▲♦s ❞♦s ♣r✐♠❡r♦s ♥♦s ♣❡r♠✐t❡♥ ❝♦♥tr❛st❛r ❧❛ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❛✱ ❤♦♠♦❝❡❞❛st✐❝✐❞❛❞ ② ❧✐♥❡❛❧✐❞❛❞ ❞❡ ❧♦s r❡s✐❞✲
✉♦s✳ ❘❡s✐❞✉♦s ❛❧❡❛t♦r✐❛♠❡♥t❡ ❞✐str✐❜✉✐❞♦s ❛ ❧♦ ❧❛r❣♦ ❞❡❧ ❣rá✜❝♦✱ s✐♥ ❢♦r♠❛r ♥✐♥❣ú♥ t✐♣♦ ❞❡ ♣❛tró♥✳
❊❧ ●rá✜❝♦ ◗✲◗ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐❞❛❞ ♥♦s ♣❡r♠✐t❡ ❝♦♥tr❛st❛r ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐❞❛❞ ❞❡ ❧♦s r❡s✐❞✉♦s✳ ❘❡s✐❞✉♦s ❧♦ ♠ás
❝❡r❝❛ ♣♦s✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝t❛ ❞❡ ✹✺➸✳
❊❧ ú❧t✐♠♦ ❣rá✜❝♦ ♥♦s ♣❡r♠✐t❡ ❞❡t❡❝t❛r ♣✉♥t♦s ❝♦♥ ✉♥❛ ✐♥✢✉❡♥❝✐❛ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡♥ ❡❧ ❝á❧❝✉❧♦ ❞❡ ❧❛s ❡st✐✲
♠❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s✳ ❙✐ ❤❛② ♣✉♥t♦s ❢✉❡r❛ ❞❡ ❧❛s ❧í♥❡❛s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❛s✱ ❞❡❜❡ ❡st✉❞✐❛rs❡ ❡s❡ ♣✉♥t♦
❞❡ ❢♦r♠❛ ❛✐s❧❛❞❛✳ ▲❛ ❡❧❡✈❛❞❛ ✐♠♣♦rt❛♥❝✐❛ ❞❡ ❡s❡ ♣✉♥t♦ ♣✉❡❞❡ ❞❡❜❡rs❡ ❛ ✉♥ ❡rr♦r✳
P✉❡❞♦ s❡❧❡❝❝✐♦♥❛r ❡❧ ❣rá✜❝♦ ◗◗✲P❧♦t q✉❡ ❡stá ❡♥ s❡❣✉♥❞♦ ❧✉❣❛r✳
♣❧♦t✭♦❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❂ ✷✮
✶✻






























✶✸✳ ▲❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ♣r❡❞✐❝t ♣❛r❛ ♦❜t❡♥❡r ♣r❡❞✐❝❝✐♦♥❡s ❞❡ ♥✉❡✈♦s ❞❛t♦s✳
②❤❛t✶ ❁✲ ♣r❡❞✐❝t✭♦❧s✮ ★ ❙✐ ♥♦ ♣♦♥❡♠♦s ♥✉❡✈♦s ❞❛t♦s✱ ❡st❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ❝♦♥ ❢✐tt❡❞✭✮
❤❡❛❞✭②❤❛t✶✮
★★ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻
★★ ✺✳✵✺✵✶✵✵ ✺✳✺✾✶✹✺✾ ✺✳✵✺✵✶✵✵ ✸✳✹✷✻✵✷✷ ✺✳✺✾✶✹✺✾ ✼✳✼✺✻✽✾✻
❤❡❛❞✭②❤❛t✮ ★ ❈❛❧❝✉❧❛❞♦ ❝♦♥ ❢✐tt❡❞✭✮
★★ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻
★★ ✺✳✵✺✵✶✵✵ ✺✳✺✾✶✹✺✾ ✺✳✵✺✵✶✵✵ ✸✳✹✷✻✵✷✷ ✺✳✺✾✶✹✺✾ ✼✳✼✺✻✽✾✻
✶✹✳ P❛r❛ ❝♦♥tr❛st❛r ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐❞❛❞ ❞❡ ❧♦s r❡s✐❞✉♦s ✉s❛♠♦s ❡❧ t❡st s❡ ❙❤❛♣✐r♦✲❲✐❧❦✳ ▲❛ ❤✐♣ót❡s✐s ♥✉❧❛ ❡s q✉❡




★★ ❙❤❛♣✐r♦✲❲✐❧❦ ♥♦r♠❛❧✐t② t❡st
★★
★★ ❞❛t❛✿ r❡s✐❞✉❛❧s✭♦❧s✮
★★ ❲ ❂ ✵✳✽✹✻✵✻✱ ♣✲✈❛❧✉❡ ❁ ✷✳✷❡✲✶✻
✹ Pr♦♣✐❡❞❛❞❡s ❛❧❣❡❜r❛✐❝❛s ❞❡ ❧❛ ❡st✐♠❛❝✐ó♥ ▼❈❖




❉❡ ❧♦ ❛♥t❡r✐♦r s❡ ❞❡r✐✈❛ q✉❡ ȳ = ¯̂y✳
❝❜✐♥❞✭♠❡❛♥✭✇❞❛t❛✩✇❛❣❡✮✱ ♠❡❛♥✭②❤❛t✮✮
★★ ❬✱✶❪ ❬✱✷❪
★★ ❬✶✱❪ ✺✳✽✾✻✶✵✸ ✺✳✽✾✻✶✵✸
Pr♦♣✐❡❞❛❞ ✷✿ ▲❛ r❡❝t❛ ❞❡ r❡❣r❡s✐ó♥ ♣❛s❛ ♣♦r ❡❧ ♣✉♥t♦ (x̄, ȳ)✳
♠❡❛♥✭✇❞❛t❛✩✇❛❣❡✮
★★ ❬✶❪ ✺✳✽✾✻✶✵✸













✺ ❘❡❣r❡s✐ó♥ s♦❜r❡ ❡❧ ♦r✐❣❡♥
❙✐ q✉❡r❡♠♦s ✉♥ ♠♦❞❡❧♦ s✐♥ ❝♦♥st❛♥t❡ q✉❡ ♣❛s❡ ♣♦r ❡❧ ♦r✐❣❡♥ (0, 0)✿
✶✽
★ ✵ ♦ ✲✶ ♣❛r❛ ♥♦ ♣♦♥❡r tér♠✐♥♦ ❝t❡✳




★★ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻
★★ ✲✷✳✵✾✾✸✵✶✵ ✲✷✳✹✸✶✾✻✹✻ ✲✷✳✶✾✾✸✵✵✾ ✷✳✷✶✽✻✾✵✸ ✲✵✳✸✼✶✾✻✹✹ ✶✳✶✽✼✸✽✵✺
t❛✐❧✭✉❤❛t✳♥❝✮
★★ ✺✷✶ ✺✷✷ ✺✷✸ ✺✷✹ ✺✷✺ ✺✷✻
★★ ✲✵✳✵✷✶✾✻✹✺✸ ✼✳✹✸✼✸✽✵✺✵ ✲✷✳✹✺✻✻✸✼✷✶ ✲✷✳✹✶✾✾✺✺✼✵ ✸✳✾✾✼✸✽✵✾✷ ✲✸✳✶✶✼✷✾✷✵✻
②❤❛t✳♥❝ ❁✲ ❢✐tt❡❞✭♦❧s✳♥❝✮
❤❡❛❞✭②❤❛t✳♥❝✮
★★ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻
★★ ✺✳✶✾✾✸✵✶ ✺✳✻✼✶✾✻✺ ✺✳✶✾✾✸✵✶ ✸✳✼✽✶✸✶✵ ✺✳✻✼✶✾✻✺ ✼✳✺✻✷✻✶✾
t❛✐❧✭②❤❛t✳♥❝✮
★★ ✺✷✶ ✺✷✷ ✺✷✸ ✺✷✹ ✺✷✺ ✺✷✻




❊❥❡r❝✐❝✐♦ ♣r♦♣✉❡st♦✿ ➽❙❡ s✐❣✉❡♥ ❝✉♠♣❧✐❡♥❞♦ ❧❛s ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s ❞❡❧ ▼❘▲❈ ❡♥ ✉♥ ♠♦❞❡❧♦ s✐♥ ❝♦♥st❛♥t❡❄
♠❡❛♥✭✉❤❛t✳♥❝✮ ★ Pr♦♣✐❡❞❛❞ ✶
★★ ❬✶❪ ✲✵✳✵✹✶✽✹✼✻✷
★ ❆ ❝♦♠♣❧❡t❛r ♣♦r ❡❧ ❛❧✉♠♥♦
➽◗✉é ♦❝✉rr❡ ❝♦♥ ❡❧ R2 ❡♥ ✉♥ ♠♦❞❡❧♦ s✐♥ ❝♦♥st❛♥t❡❄
❈á❧❝✉❧♦ ♠❛♥✉❛❧ ❞❡ R2✳






❼ R2 = 1− V R
V T
❘✷♥❝✳✷ ❁✲ ✶ ✲ ✈❛r✭✉❤❛t✳♥❝✮✴✈❛r✭✇❞❛t❛✩✇❛❣❡✮
❘✷♥❝✳✷
★★ ❬✶❪ ✵✳✶✻✷✶✵✹✺
❼ ❊♥ ❡❧ ▼❘▲❙ s❡ ❝✉♠♣❧❡ q✉❡ R2 = r2xy = ρ
2
❘✷♥❝✳✸ ❁✲ ❝♦r✭✇❞❛t❛✩✇❛❣❡✱ ✇❞❛t❛✩❡❞✉❝✮❫✷
❘✷♥❝✳✸
★★ ❬✶❪ ✵✳✶✻✹✼✺✼✺
❈♦♠♣r♦❜❛♠♦s s✐ s✐❣✉❡♥ s✐❡♥❞♦ ✐❣✉❛❧❡s✳
❝❜✐♥❞✭❘✷♥❝✱ ❘✷♥❝✳✶✱ ❘✷♥❝✳✷✱ ❘✷♥❝✳✸✮
★★ ❘✷♥❝ ❘✷♥❝✳✶ ❘✷♥❝✳✷ ❘✷♥❝✳✸
★★ ❬✶✱❪ ✵✳✼✻✹✶✽✺✼ ✵✳✶✷✺✺✾✻✽ ✵✳✶✻✷✶✵✹✺ ✵✳✶✻✹✼✺✼✺
✻ ❘❡❣r❡s✐ó♥ s♦❜r❡ ✉♥❛ ❝♦♥st❛♥t❡





★★ ❧♠✭❢♦r♠✉❧❛ ❂ ✇❛❣❡ ⑦ ✶✱ ❞❛t❛ ❂ ✇❞❛t❛✮
★★
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧s✿
★★ ▼✐♥ ✶◗ ▼❡❞✐❛♥ ✸◗ ▼❛①
★★ ✲✺✳✸✻✻✶ ✲✷✳✺✻✻✶ ✲✶✳✷✹✻✶ ✵✳✾✽✸✾ ✶✾✳✵✽✸✾
★★
★★ ❈♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts✿
★★ ❊st✐♠❛t❡ ❙t❞✳ ❊rr♦r t ✈❛❧✉❡ Pr✭❃⑤t⑤✮
★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✺✳✽✾✻ ✵✳✶✻✶ ✸✻✳✻✷ ❁✷❡✲✶✻ ✯✯✯
★★ ✲✲✲
★★ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶
★★
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦r✿ ✸✳✻✾✸ ♦♥ ✺✷✺ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠
✷✵
❊♥ ❡st❡ ❝❛s♦✱ β̂ = ȳ✳
♠❡❛♥✭✇❞❛t❛✩✇❛❣❡✮ ★ ❜✶❂♠❡❞✐❛✭②✮
★★ ❬✶❪ ✺✳✽✾✻✶✵✸
❘❡♣r❡s❡♥t❛❝✐ó♥ ❣rá✜❝❛ ❞❡ ❧♦s tr❡s ♠♦❞❡❧♦s✿
♣❧♦t✭✇❞❛t❛✩❡❞✉❝✱ ✇❞❛t❛✩✇❛❣❡✮
❛❜❧✐♥❡✭♦❧s✱ ❧✇❞ ❂ ✷✱ ❧t② ❂ ✶✮
❛❜❧✐♥❡✭♦❧s✳♥❝✱ ❧✇❞ ❂ ✷✱ ❧t② ❂ ✷✮
❛❜❧✐♥❡✭♦❧s✳❝t❡✱ ❧✇❞ ❂ ✷✱ ❧t② ❂ ✸✮
❧❡❣❡♥❞✭✧t♦♣❧❡❢t✧✱ ❝✭✧❈♦♠♣❧❡t♦✧✱ ✧P❛s❛ ♣♦r ♦r✐❣❡♥✧✱ ✧❙♦❧♦ ❝♦♥st❛♥t❡✧✮✱ ❧✇❞ ❂ ✷✱ ❧t② ❂ ✶✿✸✮
























✼ ❯♥✐❞❛❞❡s ❞❡ ♠❡❞✐❞❛✿ ❝❛♠❜✐♦s ❞❡ ❡s❝❛❧❛ ② ❝❛♠❜✐♦s ❞❡ ♦r✐❣❡♥
❈❛♠❜✐♦ ❞❡ ❡s❝❛❧❛ ❛❞✐t✐✈♦ ✭❡♥ ❡❧ ♦r✐❣❡♥✮ ❡♥ ❧❛ x✳ ❘❡s✉❧t❛❞♦✿ ❆❢❡❝t❛ ❛ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❡r♦ ♥♦ ❛ ❧❛ x✳
❜♦❧s ❁✲ ❝♦❡❢✭♦❧s✮ ★ ❘❡♥♦♠❜r♦ ❛❧ ❡st✐♠❛❞♦r ❜❤❛t ❝♦♠♦ ❜♦❧s
s❝✳❡❞✉❝ ❁✲ ✇❞❛t❛✩❡❞✉❝ ✰ ✸








★★ ▼✐♥ ✶◗ ▼❡❞✐❛♥ ✸◗ ▼❛①
★★ ✲✺✳✸✸✾✻ ✲✷✳✶✺✵✶ ✲✵✳✾✻✼✹ ✶✳✶✾✷✶ ✶✻✳✻✵✽✺
★★
★★ ❈♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts✿
★★ ❊st✐♠❛t❡ ❙t❞✳ ❊rr♦r t ✈❛❧✉❡ Pr✭❃⑤t⑤✮
★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✲✷✳✺✷✽✾✸ ✵✳✽✹✶✻✽ ✲✸✳✵✵✺ ✵✳✵✵✷✼✾ ✯✯
★★ s❝✳❡❞✉❝ ✵✳✺✹✶✸✻ ✵✳✵✺✸✷✺ ✶✵✳✶✻✼ ❁ ✷❡✲✶✻ ✯✯✯
★★ ✲✲✲
★★ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶
★★
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦r✿ ✸✳✸✼✽ ♦♥ ✺✷✹ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠
★★ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✶✻✹✽✱❆❞❥✉st❡❞ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✶✻✸✷




★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✲✵✳✾✵✹✽✺✶✻ ✲✷✳✺✷✽✾✷✾✹
★★ ❡❞✉❝ ✵✳✺✹✶✸✺✾✸ ✵✳✺✹✶✸✺✾✸
♥❡✇✳❝t❡ ❁✲ ❜♦❧s❬✶❪ ✲ ✭❜♦❧s❬✷❪ ✯ ✸✮
❝❜✐♥❞✭♥❡✇✳❝t❡✱ ❜♦❧s✳s❝①❬✶❪✮
★★ ♥❡✇✳❝t❡
★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✲✷✳✺✷✽✾✷✾ ✲✷✳✺✷✽✾✷✾
s❝✳❡❞✉❝ ❁✲ ✇❞❛t❛✩❡❞✉❝ ✲ ✸




★★ ❧♠✭❢♦r♠✉❧❛ ❂ ✇❛❣❡ ⑦ s❝✳❡❞✉❝✱ ❞❛t❛ ❂ ✇❞❛t❛✮
★★
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧s✿
★★ ▼✐♥ ✶◗ ▼❡❞✐❛♥ ✸◗ ▼❛①
★★ ✲✺✳✸✸✾✻ ✲✷✳✶✺✵✶ ✲✵✳✾✻✼✹ ✶✳✶✾✷✶ ✶✻✳✻✵✽✺
★★
★★ ❈♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts✿
★★ ❊st✐♠❛t❡ ❙t❞✳ ❊rr♦r t ✈❛❧✉❡ Pr✭❃⑤t⑤✮
★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✵✳✼✶✾✷✸ ✵✳✺✸✵✵✽ ✶✳✸✺✼ ✵✳✶✼✺
★★ s❝✳❡❞✉❝ ✵✳✺✹✶✸✻ ✵✳✵✺✸✷✺ ✶✵✳✶✻✼ ❁✷❡✲✶✻ ✯✯✯
★★ ✲✲✲
★★ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶
★★
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦r✿ ✸✳✸✼✽ ♦♥ ✺✷✹ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠
★★ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✶✻✹✽✱❆❞❥✉st❡❞ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✶✻✸✷





★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✲✵✳✾✵✹✽✺✶✻ ✵✳✼✶✾✷✷✻✷
★★ ❡❞✉❝ ✵✳✺✹✶✸✺✾✸ ✵✳✺✹✶✸✺✾✸
♥❡✇✳❝t❡ ❁✲ ❜♦❧s❬✶❪ ✰ ✭❜♦❧s❬✷❪ ✯ ✸✮
❝❜✐♥❞✭♥❡✇✳❝t❡✱ ❜♦❧s✳s❝①❬✶❪✮
★★ ♥❡✇✳❝t❡
★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✵✳✼✶✾✷✷✻✷ ✵✳✼✶✾✷✷✻✷
❈❛♠❜✐♦ ❞❡ ❡s❝❛❧❛ ❛❞✐t✐✈♦ ✭❡♥ ❡❧ ♦r✐❣❡♥✮ ❡♥ ❧❛ y✳
s❝✳✇❛❣❡ ❁✲ ✇❞❛t❛✩✇❛❣❡ ✰ ✸




★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✲✵✳✾✵✹✽✺✶✻ ✷✳✵✾✺✶✹✽✹
★★ ❡❞✉❝ ✵✳✺✹✶✸✺✾✸ ✵✳✺✹✶✸✺✾✸
♥❡✇✳❝t❡ ❁✲ ❜♦❧s❬✶❪ ✰ ✸
❝❜✐♥❞✭♥❡✇✳❝t❡✱ ❜♦❧s✳s❝②❬✶❪✮
★★ ♥❡✇✳❝t❡
★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✷✳✵✾✺✶✹✽ ✷✳✵✾✺✶✹✽
s❝✳✇❛❣❡ ❁✲ ✇❞❛t❛✩✇❛❣❡ ✲ ✸




★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✲✵✳✾✵✹✽✺✶✻ ✲✸✳✾✵✹✽✺✶✻
★★ ❡❞✉❝ ✵✳✺✹✶✸✺✾✸ ✵✳✺✹✶✸✺✾✸
♥❡✇✳❝t❡ ❁✲ ❜♦❧s❬✶❪ ✲ ✸
❝❜✐♥❞✭♥❡✇✳❝t❡✱ ❜♦❧s✳s❝②❬✶❪✮
★★ ♥❡✇✳❝t❡
★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✲✸✳✾✵✹✽✺✷ ✲✸✳✾✵✹✽✺✷
❈❛♠❜✐♦ ❞❡ ❡s❝❛❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈♦ ❡♥ ❧❛ x✳
✷✸
s❝✳❡❞✉❝ ❁✲ ✇❞❛t❛✩❡❞✉❝ ✯ ✸




★★ ❧♠✭❢♦r♠✉❧❛ ❂ ✇❛❣❡ ⑦ ❡❞✉❝✱ ❞❛t❛ ❂ ✇❞❛t❛✮
★★
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧s✿
★★ ▼✐♥ ✶◗ ▼❡❞✐❛♥ ✸◗ ▼❛①
★★ ✲✺✳✸✸✾✻ ✲✷✳✶✺✵✶ ✲✵✳✾✻✼✹ ✶✳✶✾✷✶ ✶✻✳✻✵✽✺
★★
★★ ❈♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts✿
★★ ❊st✐♠❛t❡ ❙t❞✳ ❊rr♦r t ✈❛❧✉❡ Pr✭❃⑤t⑤✮
★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✲✵✳✾✵✹✽✺ ✵✳✻✽✹✾✼ ✲✶✳✸✷✶ ✵✳✶✽✼
★★ ❡❞✉❝ ✵✳✺✹✶✸✻ ✵✳✵✺✸✷✺ ✶✵✳✶✻✼ ❁✷❡✲✶✻ ✯✯✯
★★ ✲✲✲
★★ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶
★★
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦r✿ ✸✳✸✼✽ ♦♥ ✺✷✹ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠
★★ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✶✻✹✽✱❆❞❥✉st❡❞ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✶✻✸✷




★★ ❧♠✭❢♦r♠✉❧❛ ❂ ✇❛❣❡ ⑦ s❝✳❡❞✉❝✱ ❞❛t❛ ❂ ✇❞❛t❛✮
★★
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧s✿
★★ ▼✐♥ ✶◗ ▼❡❞✐❛♥ ✸◗ ▼❛①
★★ ✲✺✳✸✸✾✻ ✲✷✳✶✺✵✶ ✲✵✳✾✻✼✹ ✶✳✶✾✷✶ ✶✻✳✻✵✽✺
★★
★★ ❈♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts✿
★★ ❊st✐♠❛t❡ ❙t❞✳ ❊rr♦r t ✈❛❧✉❡ Pr✭❃⑤t⑤✮
★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✲✵✳✾✵✹✽✺ ✵✳✻✽✹✾✼ ✲✶✳✸✷✶ ✵✳✶✽✼
★★ s❝✳❡❞✉❝ ✵✳✶✽✵✹✺ ✵✳✵✶✼✼✺ ✶✵✳✶✻✼ ❁✷❡✲✶✻ ✯✯✯
★★ ✲✲✲
★★ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶
★★
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦r✿ ✸✳✸✼✽ ♦♥ ✺✷✹ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠
★★ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✶✻✹✽✱❆❞❥✉st❡❞ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✶✻✸✷




★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✲✵✳✾✵✹✽✺✶✻ ✲✵✳✾✵✹✽✺✶✻ ✲✵✳✸✵✶✻✶✼✷
★★ ❡❞✉❝ ✵✳✺✹✶✸✺✾✸ ✵✳✶✽✵✹✺✸✶ ✵✳✶✽✵✹✺✸✶
✷✹
❈❛♠❜✐♦ ❞❡ ❡s❝❛❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈♦ ❡♥ ❧❛ y✳
s❝✳✇❛❣❡ ❁✲ ✇❞❛t❛✩✇❛❣❡ ✯ ✸
♦❧s✳s❝② ❁✲ ❧♠✭s❝✳✇❛❣❡ ⑦ ❡❞✉❝✱ ❞❛t❛ ❂ ✇❞❛t❛✮
❜♦❧s✳s❝② ❁✲ ❝♦❡❢✭♦❧s✳s❝②✮
❝❜✐♥❞✭❜♦❧s✱ ❜♦❧s✳s❝②✱ ❜♦❧s ✯ ✸✮
★★ ❜♦❧s ❜♦❧s✳s❝②
★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✲✵✳✾✵✹✽✺✶✻ ✲✷✳✼✶✹✺✺✺ ✲✷✳✼✶✹✺✺✺
★★ ❡❞✉❝ ✵✳✺✹✶✸✺✾✸ ✶✳✻✷✹✵✼✽ ✶✳✻✷✹✵✼✽
✷✺
❈❛♣ít✉❧♦ ✶✿ ▼♦❞❡❧♦ ▲✐♥❡❛❧ ●❡♥❡r❛❧
❚❡♠❛ ✶✳✷✿ ▼♦❞❡❧♦ ❞❡ ❘❡❣r❡s✐ó♥ ▲✐♥❡❛❧ ▼ú❧t✐♣❧❡
➞✷✵✷✵ ▲♦r❡♥③♦ ❊s❝♦t ▼❛♥❣❛s ✫ ❆❧✐❝✐❛ Pér❡③ ❆❧♦♥s♦
▼ét♦❞♦s ❊❝♦♥♦♠étr✐❝♦s ❡♥ ❊❝♦♥♦♠í❛ ② ❋✐♥❛♥③❛s
❉♣t♦✳ ❊❝♦♥♦♠í❛ ❆♣❧✐❝❛❞❛✱ Pú❜❧✐❝❛ ② P♦❧ít✐❝❛
❋❛❝✉❧t❛❞ ❊st✉❞✐♦s ❊st❛❞íst✐❝♦s ✲ ❯♥✐✈❡rs✐❞❛❞ ❈♦♠♣❧✉t❡♥s❡ ❞❡ ▼❛❞r✐❞
✶ ❊①♣❧♦r❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧♦s ❞❛t♦s
❈❛r❣❛♠♦s ❧♦s ♣❛q✉❡t❡s ✭♣r❡✈✐❛♠❡♥t❡ ✐♥st❛❧❛❞♦s ❡♥ ❘✱ ❜❛st❛ ❤❛❝❡r❧♦ s♦❧♦ ✉♥❛ ✈❡③✮ q✉❡ ✈❛♠♦s ❛ ✉s❛r ✉t✐❧✐③❛♥❞♦
❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❧✐❜r❛r②✿
❧✐❜r❛r②✭✇♦♦❧❞r✐❞❣❡✮ ★ ❉❛t♦s ❡①tr❛í❞♦s ❞❡❧ ❧✐❜r♦ ❞❡ ❲♦♦❧❞r✐❞❣❡
❧✐❜r❛r②✭st❛r❣❛③❡r✮ ★ P❛r❛ ❤❛❝❡r t❛❜❧❛s ❛ ❧❛ ❤♦r❛ ❞❡ ✐♠♣r✐♠✐r r❡s✉❧t❛❞♦s
▼♦❞❡❧♦ ❞❡ ❘❡❣r❡s✐ó♥ ▲✐♥❡❛❧ ▼ú❧t✐♣❧❡ ✭▼❘▲▼✮ ♣❛r❛ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ❞❡ s❛❧❛r✐♦s✿
log(wage)i = β1 + β2educi + β3experi + β4tenurei + ui, i = 1, . . . , n





★★ ✬❞❛t❛✳❢r❛♠❡✬✿ ✺✷✻ ♦❜s✳ ♦❢ ✷✹ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿
★★ ✩ ✇❛❣❡ ✿ ♥✉♠ ✸✳✶ ✸✳✷✹ ✸ ✻ ✺✳✸ ✳✳✳
★★ ✩ ❡❞✉❝ ✿ ✐♥t ✶✶ ✶✷ ✶✶ ✽ ✶✷ ✶✻ ✶✽ ✶✷ ✶✷ ✶✼ ✳✳✳
★★ ✩ ❡①♣❡r ✿ ✐♥t ✷ ✷✷ ✷ ✹✹ ✼ ✾ ✶✺ ✺ ✷✻ ✷✷ ✳✳✳
★★ ✩ t❡♥✉r❡ ✿ ✐♥t ✵ ✷ ✵ ✷✽ ✷ ✽ ✼ ✸ ✹ ✷✶ ✳✳✳
★★ ✩ ♥♦♥✇❤✐t❡✿ ✐♥t ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✳✳✳
★★ ✩ ❢❡♠❛❧❡ ✿ ✐♥t ✶ ✶ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✶ ✶ ✵ ✳✳✳
★★ ✩ ♠❛rr✐❡❞ ✿ ✐♥t ✵ ✶ ✵ ✶ ✶ ✶ ✵ ✵ ✵ ✶ ✳✳✳
★★ ✩ ♥✉♠❞❡♣ ✿ ✐♥t ✷ ✸ ✷ ✵ ✶ ✵ ✵ ✵ ✷ ✵ ✳✳✳
★★ ✩ s♠s❛ ✿ ✐♥t ✶ ✶ ✵ ✶ ✵ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✳✳✳
★★ ✩ ♥♦rt❤❝❡♥✿ ✐♥t ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✳✳✳
★★ ✩ s♦✉t❤ ✿ ✐♥t ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✳✳✳
★★ ✩ ✇❡st ✿ ✐♥t ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✳✳✳
★★ ✩ ❝♦♥str✉❝✿ ✐♥t ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✳✳✳
✶
★★ ✩ ♥❞✉r♠❛♥ ✿ ✐♥t ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✳✳✳
★★ ✩ tr❝♦♠♠♣✉✿ ✐♥t ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✳✳✳
★★ ✩ tr❛❞❡ ✿ ✐♥t ✵ ✵ ✶ ✵ ✵ ✵ ✶ ✵ ✶ ✵ ✳✳✳
★★ ✩ s❡r✈✐❝❡s✿ ✐♥t ✵ ✶ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✳✳✳
★★ ✩ ♣r♦❢s❡r✈✿ ✐♥t ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✶ ✵ ✵ ✵ ✵ ✳✳✳
★★ ✩ ♣r♦❢♦❝❝ ✿ ✐♥t ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✳✳✳
★★ ✩ ❝❧❡r♦❝❝ ✿ ✐♥t ✵ ✵ ✵ ✶ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✳✳✳
★★ ✩ s❡r✈♦❝❝ ✿ ✐♥t ✵ ✶ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✳✳✳
★★ ✩ ❧✇❛❣❡ ✿ ♥✉♠ ✶✳✶✸ ✶✳✶✽ ✶✳✶ ✶✳✼✾ ✶✳✻✼ ✳✳✳
★★ ✩ ❡①♣❡rsq ✿ ✐♥t ✹ ✹✽✹ ✹ ✶✾✸✻ ✹✾ ✽✶ ✷✷✺ ✷✺ ✻✼✻ ✹✽✹ ✳✳✳
★★ ✩ t❡♥✉rsq ✿ ✐♥t ✵ ✹ ✵ ✼✽✹ ✹ ✻✹ ✹✾ ✾ ✶✻ ✹✹✶ ✳✳✳
★★ ✲ ❛ttr✭✯✱ ✧t✐♠❡✳st❛♠♣✧✮❂ ❝❤r ✧✷✺ ❏✉♥ ✷✵✶✶ ✷✸✿✵✸✧
❛ttr✭✇❛❣❡✶✱ ✧✈❛r✳❧❛❜❡❧s✧✮
★★ ◆❯▲▲
★ ✇❛❣❡✶✳❧❛❜❡❧s ❁✲ ❛s✳❞❛t❛✳❢r❛♠❡✭❛ttr✭✇❛❣❡✶✱ ✬✈❛r✳❧❛❜❡❧s✬✮✮ ★ ❙✐ q✉✐❡r♦ ❛❧♠❛❝❡♥❛r ❧❛s
★ ❡t✐q✉❡t❛s ❡♥ ✉♥ ❞❛t❛ ❢r❛♠❡
❞✐♠✭✇❛❣❡✶✮
★★ ❬✶❪ ✺✷✻ ✷✹




★★ ❧✇❛❣❡ ❡❞✉❝ ❡①♣❡r t❡♥✉r❡
★★ ▼✐♥✳ ✿✲✵✳✻✸✹✾ ▼✐♥✳ ✿ ✵✳✵✵ ▼✐♥✳ ✿ ✶✳✵✵ ▼✐♥✳ ✿ ✵✳✵✵✵
★★ ✶st ◗✉✳✿ ✶✳✷✵✸✵ ✶st ◗✉✳✿✶✷✳✵✵ ✶st ◗✉✳✿ ✺✳✵✵ ✶st ◗✉✳✿ ✵✳✵✵✵
★★ ▼❡❞✐❛♥ ✿ ✶✳✺✸✻✾ ▼❡❞✐❛♥ ✿✶✷✳✵✵ ▼❡❞✐❛♥ ✿✶✸✳✺✵ ▼❡❞✐❛♥ ✿ ✷✳✵✵✵
★★ ▼❡❛♥ ✿ ✶✳✻✷✸✸ ▼❡❛♥ ✿✶✷✳✺✻ ▼❡❛♥ ✿✶✼✳✵✷ ▼❡❛♥ ✿ ✺✳✶✵✺
★★ ✸r❞ ◗✉✳✿ ✶✳✾✷✽✻ ✸r❞ ◗✉✳✿✶✹✳✵✵ ✸r❞ ◗✉✳✿✷✻✳✵✵ ✸r❞ ◗✉✳✿ ✼✳✵✵✵
★★ ▼❛①✳ ✿ ✸✳✷✶✽✶ ▼❛①✳ ✿✶✽✳✵✵ ▼❛①✳ ✿✺✶✳✵✵ ▼❛①✳ ✿✹✹✳✵✵✵
▲❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ♣❛✐rs ♣r♦❞✉❝❡ ✉♥❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ s❝❛tt❡r ♣❧♦ts✳
♣❛✐rs✭✇❞❛t❛✱ ❧♦✇❡r✳♣❛♥❡❧ ❂ ◆❯▲▲✮
✷
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♣❛r✭♠❢r♦✇ ❂ ❝✭✷✱ ✷✮✮
❜♦①♣❧♦t✭✇❞❛t❛✩❧✇❛❣❡✱ ♠❛✐♥ ❂ ✧▲✇❛❣❡✧✮
❜♦①♣❧♦t✭✇❞❛t❛✩❡❞✉❝✱ ♠❛✐♥ ❂ ✧❊❞✉❝✧✮
❜♦①♣❧♦t✭✇❞❛t❛✩❡①♣❡r✱ ♠❛✐♥ ❂ ✧❊①♣❡r✧✮
❜♦①♣❧♦t✭✇❞❛t❛✩t❡♥✉r❡✱ ♠❛✐♥ ❂ ✧❚❡♥✉r❡✧✮



































❊❧ ❤✐st♦❣r❛♠❛ ❝♦♥ ❧❛ ❝✉r✈❛ ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ ❞❡♥s✐❞❛❞ ❡♠♣ír✐❝❛ ❝♦♥tr❛st❛ s✐ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡ ❡s ♥♦r♠❛❧✳
✸





















❆♥á❧✐s✐s ❞❡ ❧❛ ❝♦rr❡❧❛❝✐ó♥ ❧✐♥❡❛❧ ❡♥tr❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ y ② ❝❛❞❛ ✉♥❛ ❞❡ ❧❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐✈❛s x✳ ❈♦rr❡❧❛❝✐ó♥ ρ
✭✈❛❧♦r ❡♥tr❡ ✲✶ ② ✶✮✳ ❇❛❥❛ ❝♦rr❡❧❛❝✐ó♥ s✐ r❡s✉❧t❛❞♦ −0.2 < ρ < 0.2✳
❝♦r✭✇❞❛t❛✮
★★ ❧✇❛❣❡ ❡❞✉❝ ❡①♣❡r t❡♥✉r❡
★★ ❧✇❛❣❡ ✶✳✵✵✵✵✵✵✵ ✵✳✹✸✶✵✺✷✼✻ ✵✳✶✶✶✸✼✷✾ ✵✳✸✷✺✺✸✼✾✹
★★ ❡❞✉❝ ✵✳✹✸✶✵✺✷✽ ✶✳✵✵✵✵✵✵✵✵ ✲✵✳✷✾✾✺✹✶✽ ✲✵✳✵✺✻✶✼✷✺✼
★★ ❡①♣❡r ✵✳✶✶✶✸✼✷✾ ✲✵✳✷✾✾✺✹✶✽✹ ✶✳✵✵✵✵✵✵✵ ✵✳✹✾✾✷✾✶✹✺
★★ t❡♥✉r❡ ✵✳✸✷✺✺✸✼✾ ✲✵✳✵✺✻✶✼✷✺✼ ✵✳✹✾✾✷✾✶✹ ✶✳✵✵✵✵✵✵✵✵
❝♦r✳t❡st✭✇❞❛t❛✩❧✇❛❣❡✱ ✇❞❛t❛✩❡❞✉❝✮
★★
★★ P❡❛rs♦♥✬s ♣r♦❞✉❝t✲♠♦♠❡♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
★★
★★ ❞❛t❛✿ ✇❞❛t❛✩❧✇❛❣❡ ❛♥❞ ✇❞❛t❛✩❡❞✉❝
★★ t ❂ ✶✵✳✾✸✺✱ ❞❢ ❂ ✺✷✹✱ ♣✲✈❛❧✉❡ ❁ ✷✳✷❡✲✶✻
★★ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s✿ tr✉❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❡q✉❛❧ t♦ ✵








★★ P❡❛rs♦♥✬s ♣r♦❞✉❝t✲♠♦♠❡♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
★★
★★ ❞❛t❛✿ ✇❞❛t❛✩❧✇❛❣❡ ❛♥❞ ✇❞❛t❛✩❡①♣❡r
★★ t ❂ ✷✳✺✻✺✹✱ ❞❢ ❂ ✺✷✹✱ ♣✲✈❛❧✉❡ ❂ ✵✳✵✶✵✺✽
★★ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s✿ tr✉❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❡q✉❛❧ t♦ ✵







★★ P❡❛rs♦♥✬s ♣r♦❞✉❝t✲♠♦♠❡♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
★★
★★ ❞❛t❛✿ ✇❞❛t❛✩❧✇❛❣❡ ❛♥❞ ✇❞❛t❛✩t❡♥✉r❡
★★ t ❂ ✼✳✽✽✶✷✱ ❞❢ ❂ ✺✷✹✱ ♣✲✈❛❧✉❡ ❂ ✶✳✽✾❡✲✶✹
★★ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s✿ tr✉❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❡q✉❛❧ t♦ ✵





✷ ❊st✐♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ▼í♥✐♠♦s ❈✉❛❞r❛❞♦s ❖r❞✐♥❛r✐♦s ✭▼❈❖✮
✷✳✶ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❢ór♠✉❧❛ ❛❧❣❡❜r❛✐❝❛
P❛r❛ ♦❜t❡♥❡r ❡❧ ❡st✐♠❛❞♦r ❞❡ ▼❈❖ ♥❡❝❡s✐t♦ ❝♦♥str✉✐r ❧❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ ❞❛t♦s X ② ❡❧ ✈❡❝t♦r ❞❡ ❞❛t♦s y✳
② ❁✲ ✇❞❛t❛❬✱ ✶❪
❝❧❛ss✭②✮
★★ ❬✶❪ ✧♥✉♠❡r✐❝✧
❳ ❁✲ ❛s✳♠❛tr✐①✭❝❜✐♥❞✭❝t❡ ❂ ✶✱ ✇❞❛t❛❬✱ ✷✿✹❪✮✮ ★ ▲▲❛♠♦ ❛ ❧❛ ❝♦❧✉♠♥❛ ❞❡ ✶s✱ ❝t❡✳
❤❡❛❞✭❝❜✐♥❞✭②✱ ❳✮✮
★★ ② ❝t❡ ❡❞✉❝ ❡①♣❡r t❡♥✉r❡
★★ ✶ ✶✳✶✸✶✹✵✷ ✶ ✶✶ ✷ ✵
★★ ✷ ✶✳✶✼✺✺✼✸ ✶ ✶✷ ✷✷ ✷
★★ ✸ ✶✳✵✾✽✻✶✷ ✶ ✶✶ ✷ ✵
★★ ✹ ✶✳✼✾✶✼✺✾ ✶ ✽ ✹✹ ✷✽
★★ ✺ ✶✳✻✻✼✼✵✼ ✶ ✶✷ ✼ ✷
★★ ✻ ✷✳✶✻✾✵✺✹ ✶ ✶✻ ✾ ✽
✺
➽P♦r q✉é ♥❡❝❡s✐t♦ ♣♦♥❡r ❛s✳♠❛tr✐①❄ ❙✐ ❡①tr❛✐❣♦ ✈❛r✐❛s ❝♦❧✉♠♥❛s ❞❡ ✉♥ ❞❛t❛✳❢r❛♠❡ ✭❉❋✮✱ ❡❧ r❡s✉❧t❛❞♦ ❡s
✉♥ ❉❋✳ P❛r❛ ❡❧ ❝á❧❝✉❧♦ ♠❛tr✐❝✐❛❧ ♥❡❝❡s✐t♦ q✉❡ X s❡❛ ✉♥❛ ♠❛tr✐③✳
❳✳❞❢ ❁✲ ❝❜✐♥❞✭❝t❡ ❂ ✶✱ ✇❞❛t❛❬✱ ✷✿✹❪✮
❝❧❛ss✭❳✳❞❢✮
★★ ❬✶❪ ✧❞❛t❛✳❢r❛♠❡✧
❖tr❛ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❛ ❡s ❣❡♥❡r❛r X ❞✐r❡❝t❛♠❡♥t❡ ❝♦♠♦ ♠❛tr✐③✳ ◆♦ ❡s ❡✜❝✐❡♥t❡ s✐ t❡♥❣♦ ♠✉❝❤❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡①♣❧✐❝❛✲
t✐✈❛s✳
②✶ ❁✲ ✇❞❛t❛✩❧✇❛❣❡
❳✶ ❁✲ ❝❜✐♥❞✭✶✱ ✇❞❛t❛✩❡❞✉❝✱ ✇❞❛t❛✩❡①♣❡r✱ ✇❞❛t❛✩t❡♥✉r❡✮
❝❧❛ss✭❳✶✮
★★ ❬✶❪ ✧♠❛tr✐①✧ ✧❛rr❛②✧
❊❧ ❡st✐♠❛❞♦r ❞❡ ▼❈❖ ✈✐❡♥❡ ❞❛❞♦ ♣♦r ❧❛ ❡①♣r❡s✐ó♥ β̂ = (X ′X)−1X ′y✳
❜ ❁✲ s♦❧✈❡✭t✭❳✮ ✪✯✪ ❳✮ ✪✯✪ t✭❳✮ ✪✯✪ ②
❝❧❛ss✭❜✮ ★ ▼❛tr✐③
★★ ❬✶❪ ✧♠❛tr✐①✧ ✧❛rr❛②✧
♥ ❁✲ ❧❡♥❣t❤✭②✮ ★ ◆ú♠❡r♦ ❞❡ ♦❜s❡r✈❛❝✐♦♥❡s
❦ ❁✲ ❧❡♥❣t❤✭❜✮ ★ ◆ú♠❡r♦ ❞❡ ♣❛rá♠❡tr♦s ❛ ❡st✐♠❛r
❞❢ ❁✲ ♥ ✲ ❦ ★ ●r❛❞♦s ❞❡ ❧✐❜❡rt❛❞ ✭❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✮
♣r✐♥t✭❧✐st✭✧❊st✐♠❛❞♦r ❜ ❞❡ ▼❈❖✿ ✧✱ t✭r♦✉♥❞✭❜✱ ✺✮✮✮✮
★★ ❬❬✶❪❪
★★ ❬✶❪ ✧❊st✐♠❛❞♦r ❜ ❞❡ ▼❈❖✿ ✧
★★
★★ ❬❬✷❪❪
★★ ❝t❡ ❡❞✉❝ ❡①♣❡r t❡♥✉r❡
★★ ❬✶✱❪ ✵✳✷✽✹✸✻ ✵✳✵✾✷✵✸ ✵✳✵✵✹✶✷ ✵✳✵✷✷✵✼
♣r✐♥t✭❧✐st✭❝✭✧♥♦❜s✳✧✱ ✧❦✧✱ ✧❣r❛❞♦s ❞❡ ❧✐❜❡rt❛❞✧✮✱ ❝✭♥✱ ❦✱ ❞❢✮✮✮
★★ ❬❬✶❪❪
★★ ❬✶❪ ✧♥♦❜s✳✧ ✧❦✧ ✧❣r❛❞♦s ❞❡ ❧✐❜❡rt❛❞✧
★★
★★ ❬❬✷❪❪
★★ ❬✶❪ ✺✷✻ ✹ ✺✷✷
P❛r❛ ✐♥✈❡rt✐r ✉♥❛ ♠❛tr✐③ s♦❧✈❡ ❡s ♠ás rá♣✐❞♦ q✉❡ ❣✐♥✈✳ ❣✐♥✈ s❡ ✉t✐❧✐③❛ s✐ ❤❛② ♣r♦❜❧❡♠❛s ❞❡ s✐♥❣✉❧❛r✐❞❛❞❡s✳




✳ P✉❡❞♦ ♦❜t❡♥❡r❧❛ ❛ ♣❛rt✐r ❞❡
❡s❛ ❢ór♠✉❧❛ ♦ ❛ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❙✉♠❛ ❞❡❧ ❈✉❛❞r❛❞♦ ❞❡ ❧♦s ❘❡s✐❞✉♦s ✭❙❈❘✮✳
✻
★ ✐✮ ❋ór♠✉❧❛
s✷❝♠ ❁✲ t✭② ✲ ❳ ✪✯✪ ❜✮ ✪✯✪ ✭② ✲ ❳ ✪✯✪ ❜✮✴✭♥ ✲ ❦✮
❝❧❛ss✭s✷❝♠✮
★★ ❬✶❪ ✧♠❛tr✐①✧ ✧❛rr❛②✧
★ ✐✐✮ ❙✉♠❛ ❞❡ ❧♦s r❡s✐❞✉♦s ❛❧ ❝✉❛❞r❛❞♦ ✭❙❈❘✮ ✲ r❡s✐❞✉❛❧ s✉♠ ♦❢ sq✉❛r❡s
❘❙❙ ❁✲ s✉♠✭✭② ✲ ❳ ✪✯✪ ❜✮❫✷✮
s✷sr ❁✲ ❘❙❙✴✭♥ ✲ ❦✮
❝❧❛ss✭s✷sr✮
★★ ❬✶❪ ✧♥✉♠❡r✐❝✧
s✷ ❁✲ ❛s✳♥✉♠❡r✐❝✭s✷❝♠✮ ★ ❈♦♠♦ ❛♠❜♦s ✈❛❧♦r❡s ❝♦✐♥❝✐❞❡♥✱ t♦♠♦ ✉♥♦ ❞❡ ❡❧❧♦s
♣❛st❡✭✧❙✉♠❛ ❞❡❧ ❈✉❛❞r❛❞♦ ❞❡ ❧♦s ❘❡s✐❞✉♦s✿ ✧✱ r♦✉♥❞✭❘❙❙✱ ✺✮✮
★★ ❬✶❪ ✧❙✉♠❛ ❞❡❧ ❈✉❛❞r❛❞♦ ❞❡ ❧♦s ❘❡s✐❞✉♦s✿ ✶✵✶✳✹✺✺✺✼✧
♣❛st❡✭✧❊st✐♠❛❞♦r s✐❣♠❛✷ ✭❋ór♠✉❧❛✮✿ ✧✱ r♦✉♥❞✭s✷❝♠✱ ✺✮✮
★★ ❬✶❪ ✧❊st✐♠❛❞♦r s✐❣♠❛✷ ✭❋ór♠✉❧❛✮✿ ✵✳✶✾✹✸✻✧
♣❛st❡✭✧❊st✐♠❛❞♦r s✐❣♠❛✷ ✭s✉♠❛ r❡s✐❞✉♦s ❛❧ ❝✉❛❞r❛❞♦✮✿ ✧✱ r♦✉♥❞✭s✷sr✱ ✺✮✮
★★ ❬✶❪ ✧❊st✐♠❛❞♦r s✐❣♠❛✷ ✭s✉♠❛ r❡s✐❞✉♦s ❛❧ ❝✉❛❞r❛❞♦✮✿ ✵✳✶✾✹✸✻✧
❊❧ ❡rr♦r ❡stá♥❞❛r r❡s✐❞✉❛❧ ❡s ❧❛ r❛í③ ❝✉❛❞r❛❞❛ ❞❡ S2 ✭r❡s✐❞✉❛❧ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦r✮✳
♣❛st❡✭✧❊rr♦r ❡st❄♥❞❛r r❡s✐❞✉❛❧✿ ✧✱ r♦✉♥❞✭sqrt✭s✷✮✱ ✺✮✮
★★ ❬✶❪ ✧❊rr♦r ❡st❄♥❞❛r r❡s✐❞✉❛❧✿ ✵✳✹✹✵✽✻✧
❊❧ ❡st✐♠❛❞♦r ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ ✈❛r✐❛♥③❛s✲❝♦✈❛r✐❛♥③❛s ❞❡ ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s ❡st✐♠❛❞♦s ✈✐❡♥❡ ❞❛❞❛ ♣♦r ❧❛ ❡①♣r❡s✐ó♥
ˆV ar(β̂) = S2(X ′X)−1✳
❱❴❜ ❁✲ s✷ ✯ s♦❧✈❡✭t✭❳✮ ✪✯✪ ❳✮ ★ ❊s ✉♥❛ ♠❛tr✐③ s✐♠étr✐❝❛
★ ❱❴❜ ❁✲ s✷✯❣✐♥✈✭t✭❳✮✪✯✪❳✮ ★ ❙✐ t✐❡♥❡s ♣r♦❜❧❡♠❛s ✐♥✈✐rt✐❡♥❞♦ ❧❛ ♠❛tr✐③ ✭❳✬❳✮
♣r✐♥t✭❧✐st✭✧❊st✐♠❛❞♦r ✈❛r✲❝♦✈ ❞❡ ❜✧✱ r♦✉♥❞✭❱❴❜✱ ✻✮✮✮
★★ ❬❬✶❪❪
★★ ❬✶❪ ✧❊st✐♠❛❞♦r ✈❛r✲❝♦✈ ❞❡ ❜✧
★★
★★ ❬❬✷❪❪
★★ ❝t❡ ❡❞✉❝ ❡①♣❡r t❡♥✉r❡
★★ ❝t❡ ✵✳✵✶✵✽✺✻ ✲✵✳✵✵✵✼✷✾ ✲✽✳✼❡✲✵✺ ✷✳✾❡✲✵✺
★★ ❡❞✉❝ ✲✵✳✵✵✵✼✷✾ ✵✳✵✵✵✵✺✹ ✹✳✵❡✲✵✻ ✲✸✳✵❡✲✵✻
★★ ❡①♣❡r ✲✵✳✵✵✵✵✽✼ ✵✳✵✵✵✵✵✹ ✸✳✵❡✲✵✻ ✲✸✳✵❡✲✵✻
★★ t❡♥✉r❡ ✵✳✵✵✵✵✷✾ ✲✵✳✵✵✵✵✵✸ ✲✸✳✵❡✲✵✻ ✶✳✵❡✲✵✺
✼
❊❧ ❡rr♦r ❡stá♥❞❛r ❞❡ ❧♦s ❡st✐♠❛❞♦r❡s ❞❡ ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s ✭st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦r✮ s❡ ♦❜t✐❡♥❡ ❛ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ r❛í③ ❝✉❛❞r❛❞❛
❞❡ ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐③ ˆV ar(β̂)✳
s❡❴❜ ❁✲ sqrt✭❞✐❛❣✭❱❴❜✮✮
♣r✐♥t✭❧✐st✭✧❊rr♦r ❡stá♥❞❛r ❞❡ ❧♦s ❡st✐♠❛❞♦r❡s ❞❡ ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s s❡✭❜✮✿ ✧✱ r♦✉♥❞✭s❡❴❜✱ ✻✮✮✮
★★ ❬❬✶❪❪
★★ ❬✶❪ ✧❊rr♦r ❡stá♥❞❛r ❞❡ ❧♦s ❡st✐♠❛❞♦r❡s ❞❡ ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s s❡✭❜✮✿ ✧
★★
★★ ❬❬✷❪❪
★★ ❝t❡ ❡❞✉❝ ❡①♣❡r t❡♥✉r❡
★★ ✵✳✶✵✹✶✾✵ ✵✳✵✵✼✸✸✵ ✵✳✵✵✶✼✷✸ ✵✳✵✵✸✵✾✹
❈♦♠♦ ♠❡❞✐❞❛ ❞❡ ❜♦♥❞❛❞ ❞❡ ❛❥✉st❡ ♣♦❞❡♠♦s ✉t✐❧✐③❛r ❡❧ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ ❞❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛❝✐ó♥ R2 ② ❡❧ ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡ ❞❡
❞❡t❡r♠✐♥❛❝✐ó♥ ❛❥✉st❛❞♦ R̄2✳ R2 ❡stá ❛❝♦t❛❞♦ ❡♥tr❡ [0, 1] s✐ ❤❛② tér♠✐♥♦ ❝♦♥st❛♥t❡✳ R̄2 t✐❡♥❡ ❝♦t❛ s✉♣❡r✐♦r
✐❣✉❛❧ ❛ ✶✱ ♣❡r♦ ❡str✐❝t❛♠❡♥t❡ ♥♦ t✐❡♥❡ ❝♦t❛ ✐♥❢❡r✐♦r✱ ♣✉❡❞❡ t♦♠❛r ✉♥ ✈❛❧♦r ♥❡❣❛t✐✈♦✱ ❛✉♥q✉❡ ♠✉② ♣ró①✐♠♦ ❛
❝❡r♦✳ R2 ♥♦ ❞✐s♠✐♥✉②❡ s✐ s❡ ✐♥❝❧✉②❡ ✉♥❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡①♣❧✐❝❛t✐✈❛✱ ❛✉♥q✉❡ ♥♦ s❡❛ ✐♥✢✉②❡♥t❡✳ R̄2 ♣❡♥❛❧✐③❛ q✉❡ s❡
❛ñ❛❞❛♥ ♦tr♦s r❡❣r❡s♦r❡s ❛❧ ♠♦❞❡❧♦✳ ❈♦♠♦ ❝r✐t❡r✐♦✱ ❡s❝♦❣❡♠♦s ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ q✉❡ ❞é ✉♥ ✈❛❧♦r ♠ás ❛❧t♦✳
❈❛❧❝✉❧❛♠♦s ❡♥ ♣r✐♠❡r ❧✉❣❛r ❧❛ ❱❛r✐❛❝✐ó♥ ❚♦t❛❧ ✭❱❚✮✱ ❧❛ ❱❛r✐❛❝✐ó♥ ❊①♣❧✐❝❛❞❛ ✭❱❊✮ ② ❧❛ ✈❛r✐❛❝✐ó♥ ❘❡s✐❞✉❛❧
✭❱❘✮✳
★ ❱❚ ✭❙❈❘✮ ❂ ❱❊ ✰ ❱❘
❱❚ ❁✲ t✭② ✲ ♠❡❛♥✭②✮✮ ✪✯✪ ✭② ✲ ♠❡❛♥✭②✮✮ ★ ❱❛r✐❛❝✐ó♥ t♦t❛❧ ✿ s✉♠❛ ②❴✐ ✲ ♠❡❛♥✭②✮
❝❧❛ss✭❱❚✮
★★ ❬✶❪ ✧♠❛tr✐①✧ ✧❛rr❛②✧
❱❊ ❁✲ t✭❳ ✪✯✪ ❜ ✲ ♠❡❛♥✭②✮✮ ✪✯✪ ✭❳ ✪✯✪ ❜ ✲ ♠❡❛♥✭②✮✮ ★ ❱❛r✐❛❝✐ó♥ ❡①♣❧✐❝❛❞❛✿ s✉♠❛ ②❤❛t❴✐ ✲ ♠❡❛♥✭②✮
❱❘ ❁✲ t✭② ✲ ❳ ✪✯✪ ❜✮ ✪✯✪ ✭② ✲ ❳ ✪✯✪ ❜✮ ★ ❱❘❂❙❈❘
♣r✐♥t✭❧✐st✭✧❱❚✿ ✧✱ ❝❜✐♥❞✭❱❚✱ ❱❊ ✰ ❘❙❙✮✮✮ ★ ❱❚❂❱❊✰❱❘
★★ ❬❬✶❪❪




★★ ❬✶✱❪ ✶✹✽✳✸✷✾✽ ✶✹✽✳✸✷✾✽
♣❛st❡✭✧❱❊✿ ✧✱ r♦✉♥❞✭❱❊✱ ✺✮✮
★★ ❬✶❪ ✧❱❊✿ ✹✻✳✽✼✹✶✽✧
♣❛st❡✭✧❱❘✿ ✧✱ r♦✉♥❞✭❱❘✱ ✺✮✮
★★ ❬✶❪ ✧❱❘✿ ✶✵✶✳✹✺✺✺✼✧
❈❛❧❝✉❧❛♠♦s R2 = V E/V T ✳
✽
★ ❘✷ ❂ ❱❊✴❱❚
❘✷ ❁✲ ❱❊✴❱❚
♣❛st❡✭✧❘✷✿ ✧✱ r♦✉♥❞✭❘✷✱ ✺✮✮
★★ ❬✶❪ ✧❘✷✿ ✵✳✸✶✻✵✶✧
❙✐ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ t✐❡♥❡ tér♠✐♥♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡ ✭❝♦♥st❛♥t❡✮✱ ❡♥t♦♥❝❡s R2 = 1− (V R/V T )✳
❘✷✳❝t❡ ❁✲ ✶ ✲ ✭❘❙❙✴❱❚✮
♣❛st❡✭✧❘✷✳❝t❡✿ ✧✱ r♦✉♥❞✭❘✷✳❝t❡✱ ✺✮✮
★★ ❬✶❪ ✧❘✷✳❝t❡✿ ✵✳✸✶✻✵✶✧
❖❜t❡♥❡♠♦s R̄2 ❛ ♣❛rt✐r ❞❡ s✉ ❢ór♠✉❧❛✿
❛❞❥❘✷ ❁✲ ✶ ✲ ✭✶ ✲ ❘✷✮ ✯ ✭♥ ✲ ✶✮✴✭♥ ✲ ❦✮
♣❛st❡✭✧❛❞❥✲❘✷✿ ✧✱ r♦✉♥❞✭❛❞❥❘✷✱ ✺✮✮
★★ ❬✶❪ ✧❛❞❥✲❘✷✿ ✵✳✸✶✷✵✽✧
✷✳✷ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❧♠
❘❡❛❧✐③❛♠♦s ❧❛ ❡st✐♠❛❝✐ó♥ ▼❈❖ ❡♥ ❞♦s ♣❛s♦s✱ ❡s♣❡❝✐✜❝❛♥❞♦ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ♣r✐♠❡r♦ ② r❡❛❧✐③❛♥❞♦ ❧❛ ❡st✐♠❛❝✐ó♥
❞❡s♣✉és✳
♠♦❞❡❧♦ ❁✲ ❧✇❛❣❡ ⑦ ❡❞✉❝ ✰ ❡①♣❡r ✰ t❡♥✉r❡
♦❧s ❁✲ ❧♠✭♠♦❞❡❧♦✱ ❞❛t❛ ❂ ✇❞❛t❛✮
❜✳♦❧s ❁✲ ♦❧s✩❝♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts ★ ❊st✐♠❛❞♦r ▼❈❖ ❜
♣r✐♥t✭❜✳♦❧s✮
★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ❡❞✉❝ ❡①♣❡r t❡♥✉r❡
★★ ✵✳✷✽✹✸✺✾✺✹✶ ✵✳✵✾✷✵✷✽✾✽✽ ✵✳✵✵✹✶✷✶✶✵✾ ✵✳✵✷✷✵✻✼✷✶✽
❚❛♠❜✐é♥ ♣♦❞❡♠♦s ❤❛❝❡r❧♦ ❡♥ ✉♥ ú♥✐❝♦ ♣❛s♦✳
♦❧s ❁✲ ❧♠✭❧✇❛❣❡ ⑦ ❡❞✉❝ ✰ ❡①♣❡r ✰ t❡♥✉r❡✱ ❞❛t❛ ❂ ✇❞❛t❛✮
●✉❛r❞❛♠♦s ❧♦s r❡s✉❧t❛❞♦s ❡♥ ✉♥❛ t❛❜❧❛✳























★★ ❆❞❥✉st❡❞ ❘✷ ✵✳✸✶✷
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧ ❙t❞✳ ❊rr♦r ✵✳✹✹✶ ✭❞❢ ❂ ✺✷✷✮
★★ ❋ ❙t❛t✐st✐❝ ✽✵✳✸✾✶✯✯✯ ✭❞❢ ❂ ✸❀ ✺✷✷✮
★★ ❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂
★★ ◆♦t❡✿ ✯♣❁✵✳✶❀ ✯✯♣❁✵✳✵✺❀ ✯✯✯♣❁✵✳✵✶
❖❜t❡♥❡♠♦s ❡❧ ✈❛❧♦r ❛❥✉st❛❞♦ ŷ = X ′β̂ ② ❝❛❧❝✉❧❛♠♦s ❧♦s r❡s✐❞✉♦s û = y − ŷ✳
②❤❛t✳♦❧s ❁✲ ♦❧s✩❢✐tt❡❞✳✈❛❧✉❡s ★ ②❛❥✉st❛❞♦ ❂ ❳✬❜
✉✳♦❧s ❁✲ ♦❧s✩r❡s✐❞✉❛❧s ★ ❘❡s✐❞✉♦s✿ ✉ ❂ ② ✲ ②❛❥✉st❛❞♦
❤❡❛❞✭❝❜✐♥❞✭✇❞❛t❛✩❧✇❛❣❡✱ ②❤❛t✳♦❧s✱ ✉✳♦❧s✮✮
★★ ②❤❛t✳♦❧s ✉✳♦❧s
★★ ✶ ✶✳✶✸✶✹✵✷ ✶✳✸✵✹✾✷✶ ✲✵✳✶✼✸✺✶✽✺✵
★★ ✷ ✶✳✶✼✺✺✼✸ ✶✳✺✷✸✺✵✻ ✲✵✳✸✹✼✾✸✷✽✾
★★ ✸ ✶✳✵✾✽✻✶✷ ✶✳✸✵✹✾✷✶ ✲✵✳✷✵✻✸✵✽✸✷
★★ ✹ ✶✳✼✾✶✼✺✾ ✶✳✽✶✾✽✵✷ ✲✵✳✵✷✽✵✹✷✽✻
★★ ✺ ✶✳✻✻✼✼✵✼ ✶✳✹✻✶✻✾✵ ✵✳✷✵✻✵✶✼✷✺
★★ ✻ ✷✳✶✻✾✵✺✹ ✶✳✾✼✵✹✺✶ ✵✳✶✾✽✻✵✷✼✶
▲♦s ❣r❛❞♦s ❞❡ ❧✐❜❡rt❛❞ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ s♦♥ n− k✳
❞❢✳r❡s ❁✲ ♦❧s✩❞❢✳r❡s✐❞✉❛❧ ★ ●r❛❞♦s ❞❡ ❧✐❜❡rt❛❞✿ ♥✲❦
♣r✐♥t✭❞❢✳r❡s✮
★★ ❬✶❪ ✺✷✷
✷✳✸ ❖✉t♣✉t ❞❡ ❧❛ ❡st✐♠❛❝✐ó♥ ▼❈❖






★★ ❧♠✭❢♦r♠✉❧❛ ❂ ♠♦❞❡❧♦✱ ❞❛t❛ ❂ ✇❞❛t❛✮
★★
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧s✿
★★ ▼✐♥ ✶◗ ▼❡❞✐❛♥ ✸◗ ▼❛①
★★ ✲✷✳✵✺✽✵✷ ✲✵✳✷✾✻✹✺ ✲✵✳✵✸✷✻✺ ✵✳✷✽✼✽✽ ✶✳✹✷✽✵✾
★★
★★ ❈♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts✿
★★ ❊st✐♠❛t❡ ❙t❞✳ ❊rr♦r t ✈❛❧✉❡ Pr✭❃⑤t⑤✮
★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✵✳✷✽✹✸✻✵ ✵✳✶✵✹✶✾✵ ✷✳✼✷✾ ✵✳✵✵✻✺✻ ✯✯
★★ ❡❞✉❝ ✵✳✵✾✷✵✷✾ ✵✳✵✵✼✸✸✵ ✶✷✳✺✺✺ ❁ ✷❡✲✶✻ ✯✯✯
★★ ❡①♣❡r ✵✳✵✵✹✶✷✶ ✵✳✵✵✶✼✷✸ ✷✳✸✾✶ ✵✳✵✶✼✶✹ ✯
★★ t❡♥✉r❡ ✵✳✵✷✷✵✻✼ ✵✳✵✵✸✵✾✹ ✼✳✶✸✸ ✸✳✷✾❡✲✶✷ ✯✯✯
★★ ✲✲✲
★★ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶
★★
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦r✿ ✵✳✹✹✵✾ ♦♥ ✺✷✷ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠
★★ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✸✶✻✱❆❞❥✉st❡❞ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✸✶✷✶
★★ ❋✲st❛t✐st✐❝✿ ✽✵✳✸✾ ♦♥ ✸ ❛♥❞ ✺✷✷ ❉❋✱ ♣✲✈❛❧✉❡✿ ❁ ✷✳✷❡✲✶✻




★★ ❊st✐♠❛t❡ ❙t❞✳ ❊rr♦r t ✈❛❧✉❡ Pr✭❃⑤t⑤✮
★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✵✳✷✽✹✸✺✾✺✹✶ ✵✳✶✵✹✶✾✵✸✼✾ ✷✳✼✷✾✷✸✵ ✻✳✺✻✷✹✻✻❡✲✵✸
★★ ❡❞✉❝ ✵✳✵✾✷✵✷✽✾✽✽ ✵✳✵✵✼✸✷✾✾✷✸ ✶✷✳✺✺✺✷✹✻ ✽✳✽✷✹✶✾✼❡✲✸✷
★★ ❡①♣❡r ✵✳✵✵✹✶✷✶✶✵✾ ✵✳✵✵✶✼✷✸✷✼✼ ✷✳✸✾✶✹✸✼ ✶✳✼✶✸✺✻✷❡✲✵✷
★★ t❡♥✉r❡ ✵✳✵✷✷✵✻✼✷✶✽ ✵✳✵✵✸✵✾✸✻✹✾ ✼✳✶✸✸✵✼✵ ✸✳✷✾✹✹✵✼❡✲✶✷




❼ ●r❛❞♦s ❞❡ ❧✐❜❡rt❛❞
❞❢✳♦❧s ❁✲ ♦✉t♣✉t✩❞❢ ★ ❉❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠
❞❢✳♦❧s
★★ ❬✶❪ ✹ ✺✷✷ ✹
❼ ❊❧ ❡st✐♠❛❞♦r ˆV ar(β̂) = σ̂2(X ′X)−1
❱❴❜✳♦✉t ❁✲ ✭s❫✷✮ ✯ ♦✉t♣✉t✩❝♦✈✳✉♥s❝❛❧❡❞
♣r✐♥t✭❱❴❜✳♦✉t✮
✶✶
★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ❡❞✉❝ ❡①♣❡r t❡♥✉r❡
★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✶✳✵✽✺✺✻✹❡✲✵✷ ✲✼✳✷✾✸✺✷✻❡✲✵✹ ✲✽✳✻✺✺✹✽✷❡✲✵✺ ✷✳✾✷✼✼✸✹❡✲✵✺
★★ ❡❞✉❝ ✲✼✳✷✾✸✺✷✻❡✲✵✹ ✺✳✸✼✷✼✼✽❡✲✵✺ ✸✳✾✻✹✸✶✶❡✲✵✻ ✲✷✳✺✻✶✼✶✻❡✲✵✻
★★ ❡①♣❡r ✲✽✳✻✺✺✹✽✷❡✲✵✺ ✸✳✾✻✹✸✶✶❡✲✵✻ ✷✳✾✻✾✻✽✹❡✲✵✻ ✲✷✳✼✵✵✶✼✽❡✲✵✻
★★ t❡♥✉r❡ ✷✳✾✷✼✼✸✹❡✲✵✺ ✲✷✳✺✻✶✼✶✻❡✲✵✻ ✲✷✳✼✵✵✶✼✽❡✲✵✻ ✾✳✺✼✵✻✻✻❡✲✵✻
s❡✳♦✉t ❁✲ sqrt✭❞✐❛❣✭❱❴❜✳♦✉t✮✮
♣r✐♥t✭s❡✳♦✉t✮
★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ❡❞✉❝ ❡①♣❡r t❡♥✉r❡
★★ ✵✳✶✵✹✶✾✵✸✼✾ ✵✳✵✵✼✸✷✾✾✷✸ ✵✳✵✵✶✼✷✸✷✼✼ ✵✳✵✵✸✵✾✸✻✹✾








❼ ❊❧ ❡st❛❞íst❝♦ F ❞❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈✐❞❛❞ ❝♦♥❥✉♥t❛✳ ❊st❡ ❡❧❡♠❡♥t♦ ❡s ♥✉❡✈♦ ❝♦♥ r❡s♣❡❝t♦ ❛❧ ▼❘▲❙✳




✷✳ ▲❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❝♦❡❢ ♦ ❝♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts ♣❛r❛ ❡①tr❛❡r ❧♦s ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡s ❞❡ r❡❣r❡s✐ó♥✳
❜ ❁✲ ❝♦❡❢✭♦❧s✮
♣r✐♥t✭r❜✐♥❞✭❜✱ ❜✳♦✉t❬✱ ✶❪✱ ❜✳♦❧s✮✮
★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ❡❞✉❝ ❡①♣❡r t❡♥✉r❡
★★ ❜ ✵✳✷✽✹✸✺✾✺ ✵✳✵✾✷✵✷✽✾✾ ✵✳✵✵✹✶✷✶✶✵✾ ✵✳✵✷✷✵✻✼✷✷
★★ ✵✳✷✽✹✸✺✾✺ ✵✳✵✾✷✵✷✽✾✾ ✵✳✵✵✹✶✷✶✶✵✾ ✵✳✵✷✷✵✻✼✷✷
★★ ❜✳♦❧s ✵✳✷✽✹✸✺✾✺ ✵✳✵✾✷✵✷✽✾✾ ✵✳✵✵✹✶✷✶✶✵✾ ✵✳✵✷✷✵✻✼✷✷




★★ ✶ ✶✳✸✵✹✾✷✶ ✶✳✸✵✹✾✷✶
★★ ✷ ✶✳✺✷✸✺✵✻ ✶✳✺✷✸✺✵✻
★★ ✸ ✶✳✸✵✹✾✷✶ ✶✳✸✵✹✾✷✶
✶✷
★★ ✹ ✶✳✽✶✾✽✵✷ ✶✳✽✶✾✽✵✷
★★ ✺ ✶✳✹✻✶✻✾✵ ✶✳✹✻✶✻✾✵
★★ ✻ ✶✳✾✼✵✹✺✶ ✶✳✾✼✵✹✺✶




★★ ✶ ✲✵✳✶✼✸✺✶✽✺✵ ✲✵✳✶✼✸✺✶✽✺✵
★★ ✷ ✲✵✳✸✹✼✾✸✷✽✾ ✲✵✳✸✹✼✾✸✷✽✾
★★ ✸ ✲✵✳✷✵✻✸✵✽✸✷ ✲✵✳✷✵✻✸✵✽✸✷
★★ ✹ ✲✵✳✵✷✽✵✹✷✽✻ ✲✵✳✵✷✽✵✹✷✽✻
★★ ✺ ✵✳✷✵✻✵✶✼✷✺ ✵✳✷✵✻✵✶✼✷✺
★★ ✻ ✵✳✶✾✽✻✵✷✼✶ ✵✳✶✾✽✻✵✷✼✶
✺✳ ▲❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❢✳r❡s✐❞✉❛❧ ♣❛r❛ ❡①tr❛❡r ❧♦s ❣r❛❞♦s ❞❡ ❧✐❜❡rt❛❞
❞❢ ❁✲ ❞❢✳r❡s✐❞✉❛❧✭♦❧s✮
♣r✐♥t✭❝✭❞❢✳r❡s✱ ❞❢✳♦❧s✱ ❞❢✮✮
★★ ❬✶❪ ✺✷✷ ✹ ✺✷✷ ✹ ✺✷✷




❊st✐♠❛❞♦r S2 = σ̂2 ❝❛❧❝✉❧❛❞♦ ❝♦♥ ❧❛ ❢ór♠✉❧❛✳
s✐❣♠❛✷ ❁✲ ❘❙❙✴❞❢
❝❜✐♥❞✭s❫✷✱ s✐❣♠❛✷✮ ★ ▲♦ ❝♦♠♣❛r♦ ❝♦♥ ❡❧ ✈❛❧♦r ❝❛❧❝✉❧❛❞♦ ❛rr✐❜❛
★★ s✐❣♠❛✷
★★ ❬✶✱❪ ✵✳✶✾✹✸✺✾✸ ✵✳✶✾✹✸✺✾✸
✼✳ ▲❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ✈❝♦✈ ♣❛r❛ ❡①tr❛❡r ❧❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ ✈❛r✐❛♥③❛s✲❝♦✈❛r✐❛♥③❛s✳
❱❴❜ ❁✲ ✈❝♦✈✭♦❧s✮
♣r✐♥t✭❱❴❜✮
★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ❡❞✉❝ ❡①♣❡r t❡♥✉r❡
★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✶✳✵✽✺✺✻✹❡✲✵✷ ✲✼✳✷✾✸✺✷✻❡✲✵✹ ✲✽✳✻✺✺✹✽✷❡✲✵✺ ✷✳✾✷✼✼✸✹❡✲✵✺
★★ ❡❞✉❝ ✲✼✳✷✾✸✺✷✻❡✲✵✹ ✺✳✸✼✷✼✼✽❡✲✵✺ ✸✳✾✻✹✸✶✶❡✲✵✻ ✲✷✳✺✻✶✼✶✻❡✲✵✻
★★ ❡①♣❡r ✲✽✳✻✺✺✹✽✷❡✲✵✺ ✸✳✾✻✹✸✶✶❡✲✵✻ ✷✳✾✻✾✻✽✹❡✲✵✻ ✲✷✳✼✵✵✶✼✽❡✲✵✻
★★ t❡♥✉r❡ ✷✳✾✷✼✼✸✹❡✲✵✺ ✲✷✳✺✻✶✼✶✻❡✲✵✻ ✲✷✳✼✵✵✶✼✽❡✲✵✻ ✾✳✺✼✵✻✻✻❡✲✵✻
✶✸
sqrt✭❞✐❛❣✭❱❴❜✮✮
★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ❡❞✉❝ ❡①♣❡r t❡♥✉r❡
★★ ✵✳✶✵✹✶✾✵✸✼✾ ✵✳✵✵✼✸✷✾✾✷✸ ✵✳✵✵✶✼✷✸✷✼✼ ✵✳✵✵✸✵✾✸✻✹✾
♣r✐♥t✭❱❴❜✳♦✉t✮
★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ❡❞✉❝ ❡①♣❡r t❡♥✉r❡
★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✶✳✵✽✺✺✻✹❡✲✵✷ ✲✼✳✷✾✸✺✷✻❡✲✵✹ ✲✽✳✻✺✺✹✽✷❡✲✵✺ ✷✳✾✷✼✼✸✹❡✲✵✺
★★ ❡❞✉❝ ✲✼✳✷✾✸✺✷✻❡✲✵✹ ✺✳✸✼✷✼✼✽❡✲✵✺ ✸✳✾✻✹✸✶✶❡✲✵✻ ✲✷✳✺✻✶✼✶✻❡✲✵✻
★★ ❡①♣❡r ✲✽✳✻✺✺✹✽✷❡✲✵✺ ✸✳✾✻✹✸✶✶❡✲✵✻ ✷✳✾✻✾✻✽✹❡✲✵✻ ✲✷✳✼✵✵✶✼✽❡✲✵✻
★★ t❡♥✉r❡ ✷✳✾✷✼✼✸✹❡✲✵✺ ✲✷✳✺✻✶✼✶✻❡✲✵✻ ✲✷✳✼✵✵✶✼✽❡✲✵✻ ✾✳✺✼✵✻✻✻❡✲✵✻
✽✳ ▲❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❝♦♥❢✐♥t ♣❛r❛ ❡①tr❛❡r ✐♥t❡r✈❛❧♦s ❞❡ ❝♦♥✜❛♥③❛ ♣❛r❛ ❧♦s ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡s ❞❡ r❡❣r❡s✐ó♥✳
★ ❍❡r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ✭◆✲❑✮ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✭r❡s✐❞✉❛❧ ❞❢✮✱ ❡①❛❝t ✉♥❞❡r
★ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ✭❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧②✮ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✳
❝✐✳❜❤❛t ❁✲ ❝♦♥❢✐♥t✭♦❧s✮
❝✐✳❜❤❛t
★★ ✷✳✺ ✪ ✾✼✳✺ ✪
★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✵✳✵✼✾✻✼✺✺✻✼✺ ✵✳✹✽✾✵✹✸✺✶
★★ ❡❞✉❝ ✵✳✵✼✼✻✷✾✷✶✺✶ ✵✳✶✵✻✹✷✽✼✻
★★ ❡①♣❡r ✵✳✵✵✵✼✸✺✻✾✽✹ ✵✳✵✵✼✺✵✻✺✷
★★ t❡♥✉r❡ ✵✳✵✶✺✾✽✾✻✽✺✹ ✵✳✵✷✽✶✹✹✼✺
✾✳ ▲❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❛♥♦✈❛ ♣❛r❛ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛❝✐ó♥ ❞❡ ♠♦❞❡❧♦s ❛♥✐❞❛❞♦s✳ ❙❡ tr❛t❛ ❞❡ ✉♥ ❛♥á❧✐s✐s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ ❝♦♥
❧❛ ❞❡s❝♦♠♣♦s✐❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐❞❛❞ t♦t❛❧ ❡♥ s✉s ❢✉❡♥t❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❝✐ó♥✳ ❊❧ t❡st F ❞❡ ❜♦♥❞❛❞ ❞❡ ❛❥✉st❡
s❡ ♦❜t✐❡♥❡ ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❛ ❞❡ ❆♥♦✈❛✳
★ t❡r♠s ❛r❡ ❛❞❞❡❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r s♣❡❝✐❢✐❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❚❤❡ ♥❡①t t♦ ❧❛st ❧✐♥❡
★ ✐♥ ❆◆❖❱❆ t❛❜❧❡ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧s r❡str✐❝t❡❞ ✭✬r❡str✐♥❣✐❞♦✬✮
★ ❛♥❞ ✉♥r❡str✐❝t❡❞✭✬s✐♥ r❡str✐♥❣✐r✬✮✳
❛♥♦✈❛✳♦❧s ❁✲ ❛♥♦✈❛✭♦❧s✮
❛♥♦✈❛✳♦❧s
★★ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❱❛r✐❛♥❝❡ ❚❛❜❧❡
★★
★★ ❘❡s♣♦♥s❡✿ ❧✇❛❣❡
★★ ❉❢ ❙✉♠ ❙q ▼❡❛♥ ❙q ❋ ✈❛❧✉❡ Pr✭❃❋✮
★★ ❡❞✉❝ ✶ ✷✼✳✺✻✶ ✷✼✳✺✻✵✻ ✶✹✶✳✽✵✷ ❁ ✷✳✷❡✲✶✻ ✯✯✯
★★ ❡①♣❡r ✶ ✾✳✹✷✹ ✾✳✹✷✹✹ ✹✽✳✹✾✵ ✶✳✵✵✷❡✲✶✶ ✯✯✯
★★ t❡♥✉r❡ ✶ ✾✳✽✽✾ ✾✳✽✽✾✶ ✺✵✳✽✽✶ ✸✳✷✾✹❡✲✶✷ ✯✯✯
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧s ✺✷✷ ✶✵✶✳✹✺✻ ✵✳✶✾✹✹
★★ ✲✲✲
★★ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶
✶✵✳ ▲❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❧♦❣▲✐❦ ♣❛r❛ ❡①tr❛❡r ❡❧ ✈❛❧♦r ❞❡❧ ❧♦❣❛r✐t♠♦ ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ ✈❡r♦s✐♠✐❧✐t✉❞ ❡♥ ❡❧ ♠á①✐♠♦




★★ ✬❧♦❣ ▲✐❦✳✬ ✲✸✶✸✳✺✹✼✽ ✭❞❢❂✺✮
✶✶✳ ▲❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❆■❈ ♣❛r❛ ❡①tr❛❡r ❧♦s ❝r✐t❡r✐♦s ❞❡ ✐♥❢♦r♠❛❝✐ó♥ ❡♥ ❧❛ ❡st✐♠❛❝✐ó♥ ♣♦r ♠á①✐♠❛ ✈❡r♦s✐♠✐❧✐t✉❞
✭❆■❈✱ ❇■❈✮✳ ❈✉❛♥t♦ ♠ás ♣❡q✉❡ñ♦ ❡s ❡❧ ❝r✐t❡r✐♦ ❞❡ ✐♥❢♦r♠❛❝✐ó♥✱ ♠❡❥♦r ❡s ❡❧ ❛❥✉st❡✳ ❆✉♥q✉❡ s✉ ♠❛❣♥✐t✉❞
❡♥ sí ♠✐s♠❛ ♥♦ ♦❢r❡❝❡ ✐♥❢♦r♠❛❝✐ó♥ ♣♦rq✉❡ ♥♦ ❡s ✉♥❛ ♠❡❞✐❞❛ r❡❧❛t✐✈❛✳ ◆♦ r❡q✉✐❡r❡ q✉❡ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ t❡♥❣❛
tér♠✐♥♦ ❝♦♥st❛♥t❡✳ ❊❧ ❝r✐t❡r✐♦ ❇■❈ ❡stá ❝♦rr❡❣✐❞♦ ♣♦r ❡❧ ♥ú♠❡r♦ ❞❡ ♦❜s❡r✈❛❝✐♦♥❡s✳ ❙✐ ❧♦s ❡rr♦r❡s ❞❡❧
♠♦❞❡❧♦ ❞❡ r❡❣r❡s✐ó♥ s♦♥ ♥♦r♠❛❧❡s✱ ❡❧ ❡st✐♠❛❞♦r ❞❡ ♠á①✐♠❛ ✈❡r♦s✐♠✐❧✐t✉❞ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ❝♦♥ ❡❧ ❡st✐♠❛❞♦r ❞❡
▼❈❖✳
★ ❦❂ ♥ú♠❡r♦ ❞❡ ♣❛rá♠❡tr♦s ❡st✐♠❛❞♦s❀ ▲❢ ❡s ❡❧ ♠á①✐♠♦ ✈❛❧♦r ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ ✈❡r♦s✐♠✐❧✐t✉❞




s❜❝ ❁✲ ❆■❈✭♦❧s✱ ❦ ❂ ❧♦❣✭◆❘❖❲✭✇❞❛t❛✮✮✮
s❜❝✴✺✷✻
★★ ❬✶❪ ✶✳✷✺✶✼✺✸
✶✷✳ ▲❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ♣❧♦t ♣❛r❛ ♦❜t❡♥❡r ♠ú❧t✐♣❧❡s ❣rá✜❝♦s ❞❡❧ ❞✐❛❣♥óst✐❝♦ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦✳
♣❧♦t✭♦❧s✮



















































































































❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♥♦s ♠✉❡str❛ ❧♦s s✐❣✉✐❡♥t❡s ❣rá✜❝♦s✿
❼ ❱❛❧♦r❡s ♣r❡❞✐❝❤♦s ❢r❡♥t❡ ❛ ❧♦s r❡s✐❞✉♦s
❼ ❱❛❧♦r❡s ♣r❡❞✐❝❤♦s ❢r❡♥t❡ r❛í③ ❝✉❛❞r❛❞❛ ❞❡ ❧♦s r❡s✐❞✉♦s ❡st❛♥❞❛r✐③❛❞♦s ✭❡♥ ✈❛❧♦r ❛❜s♦❧✉t♦✮
❼ ●rá✜❝♦ ◗✲◗ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐❞❛❞
❼ ▲❡✈❡r❛❣❡ ❢r❡♥t❡ ❛ ❘❡s✐❞✉♦s ❡st❛♥❞❛r✐③❛❞♦s
▲♦s ❞♦s ♣r✐♠❡r♦s ♥♦s ♣❡r♠✐t❡♥ ❝♦♥tr❛st❛r ❧❛ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❛✱ ❤♦♠♦❝❡❞❛st✐❝✐❞❛❞ ② ❧✐♥❡❛❧✐❞❛❞ ❞❡ ❧♦s r❡s✐❞✲
✉♦s✳ ❘❡s✐❞✉♦s ❛❧❡❛t♦r✐❛♠❡♥t❡ ❞✐str✐❜✉✐❞♦s ❛ ❧♦ ❧❛r❣♦ ❞❡❧ ❣rá✜❝♦✱ s✐♥ ❢♦r♠❛r ♥✐♥❣ú♥ t✐♣♦ ❞❡ ♣❛tró♥✳
❊❧ ●rá✜❝♦ ◗✲◗ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐❞❛❞ ♥♦s ♣❡r♠✐t❡ ❝♦♥tr❛st❛r ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐❞❛❞ ❞❡ ❧♦s r❡s✐❞✉♦s✳ ❘❡s✐❞✉♦s ❧♦ ♠ás
❝❡r❝❛ ♣♦s✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝t❛ ❞❡ ✹✺➸✳
❊❧ ú❧t✐♠♦ ❣rá✜❝♦ ♥♦s ♣❡r♠✐t❡ ❞❡t❡❝t❛r ♣✉♥t♦s ❝♦♥ ✉♥❛ ✐♥✢✉❡♥❝✐❛ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡♥ ❡❧ ❝á❧❝✉❧♦ ❞❡ ❧❛s ❡st✐✲
♠❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s✳ ❙✐ ❤❛② ♣✉♥t♦s ❢✉❡r❛ ❞❡ ❧❛s ❧í♥❡❛s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❛s✱ ❞❡❜❡ ❡st✉❞✐❛rs❡ ❡s❡ ♣✉♥t♦
❞❡ ❢♦r♠❛ ❛✐s❧❛❞❛✳ ▲❛ ❡❧❡✈❛❞❛ ✐♠♣♦rt❛♥❝✐❛ ❞❡ ❡s❡ ♣✉♥t♦ ♣✉❡❞❡ ❞❡❜❡rs❡ ❛ ✉♥ ❡rr♦r✳
P✉❡❞♦ s❡❧❡❝❝✐♦♥❛r ❡❧ ❣rá✜❝♦ ◗◗✲P❧♦t q✉❡ ❡stá ❡♥ s❡❣✉♥❞♦ ❧✉❣❛r✳
♣❧♦t✭♦❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❂ ✷✮
✶✻






























✶✸✳ ▲❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ♣r❡❞✐❝t ♣❛r❛ ♦❜t❡♥❡r ♣r❡❞✐❝❝✐♦♥❡s ❞❡ ♥✉❡✈♦s ❞❛t♦s✳
②❤❛t✶ ❁✲ ♣r❡❞✐❝t✭♦❧s✮ ★ ❙✐ ♥♦ ♣♦♥❡♠♦s ♥✉❡✈♦s ❞❛t♦s✱ ❡st❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ❝♦♥ ❢✐tt❡❞✭✮
❤❡❛❞✭②❤❛t✶✮
★★ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻
★★ ✶✳✸✵✹✾✷✶ ✶✳✺✷✸✺✵✻ ✶✳✸✵✹✾✷✶ ✶✳✽✶✾✽✵✷ ✶✳✹✻✶✻✾✵ ✶✳✾✼✵✹✺✶
❤❡❛❞✭②❤❛t✮ ★ ❈❛❧❝✉❧❛❞♦ ❝♦♥ ❢✐tt❡❞✭✮
★★ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻
★★ ✶✳✸✵✹✾✷✶ ✶✳✺✷✸✺✵✻ ✶✳✸✵✹✾✷✶ ✶✳✽✶✾✽✵✷ ✶✳✹✻✶✻✾✵ ✶✳✾✼✵✹✺✶
✶✹✳ P❛r❛ ❝♦♥tr❛st❛r ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐❞❛❞ ❞❡ ❧♦s r❡s✐❞✉♦s ✉s❛♠♦s ❡❧ t❡st s❡ ❙❤❛♣✐r♦✲❲✐❧❦✳ ▲❛ ❤✐♣ót❡s✐s ♥✉❧❛ ❡s q✉❡




★★ ❙❤❛♣✐r♦✲❲✐❧❦ ♥♦r♠❛❧✐t② t❡st
★★
★★ ❞❛t❛✿ r❡s✐❞✉❛❧s✭♦❧s✮
★★ ❲ ❂ ✵✳✾✽✾✹✻✱ ♣✲✈❛❧✉❡ ❂ ✵✳✵✵✵✼✽✼
✶✼
❈❛♣ít✉❧♦ ✶✿ ▼♦❞❡❧♦ ▲✐♥❡❛❧ ●❡♥❡r❛❧
❚❡♠❛ ✶✳✸✿ ■♥❢❡r❡♥❝✐❛ ❡♥ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ r❡❣r❡s✐ó♥ ❧✐♥❡❛❧
➞✷✵✷✵ ▲♦r❡♥③♦ ❊s❝♦t ▼❛♥❣❛s ✫ ❆❧✐❝✐❛ Pér❡③ ❆❧♦♥s♦
▼ét♦❞♦s ❊❝♦♥♦♠étr✐❝♦s ❡♥ ❊❝♦♥♦♠í❛ ② ❋✐♥❛♥③❛s
❉♣t♦✳ ❊❝♦♥♦♠í❛ ❆♣❧✐❝❛❞❛✱ Pú❜❧✐❝❛ ② P♦❧ít✐❝❛
❋❛❝✉❧t❛❞ ❊st✉❞✐♦s ❊st❛❞íst✐❝♦s ✲ ❯♥✐✈❡rs✐❞❛❞ ❈♦♠♣❧✉t❡♥s❡ ❞❡ ▼❛❞r✐❞
✶ ❈♦♥tr❛st❡s ❞❡ ❤✐♣ót❡s✐s
❈❛r❣❛♠♦s ❧♦s ♣❛q✉❡t❡s ✭♣r❡✈✐❛♠❡♥t❡ ✐♥st❛❧❛❞♦s ❡♥ ❘✱ ❜❛st❛ ❤❛❝❡r❧♦ s♦❧♦ ✉♥❛ ✈❡③✮ q✉❡ ✈❛♠♦s ❛ ✉s❛r ✉t✐❧✐③❛♥❞♦
❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❧✐❜r❛r②✿
❧✐❜r❛r②✭❝❛r✮
★ ❈♦♥tr❛st❡s ❞❡ ❤✐♣ót❡s✐s ❝♦♥ ❧✐♥❡❛r❍②♣♦t❡s✐s✭✮❀ t❡st ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐❞❛❞ ❞❡ ❏❛rq✉❡✲❇❡r❛
▼♦❞❡❧♦ ❞❡ ❘❡❣r❡s✐ó♥ ▲✐♥❡❛❧ ▼ú❧t✐♣❧❡ ✭▼❘▲▼✮ ♣❛r❛ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ❞❡ s❛❧❛r✐♦s✿
log(wage)i = β1 + β2educi + β3experi + β4tenurei + ui, i = 1, . . . , n
P❛rá♠❡tr♦s✿ θ = (β = (β1, β2, β3, β4)
′, σ2)′
❙✐ s✉♣♦♥❡♠♦s q✉❡ ❧♦s ❡rr♦r❡s ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ s❡ ❞✐str✐❜✉②❡♥ ❝♦♠♦ u ∼ N(0, σ2)✱ ❡♥t♦♥❝❡s ❡❧ ❡st✐♠❛❞♦r ▼❈❖
t✐❡♥❡♥ ✉♥❛ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❡①❛❝t❛✿
β̂|X ∼ N(β, σ2(X ′X)−1)
❈♦♥tr❛st❡s ❛s✐♥tót✐❝♦s ✭n → ∞✮✿
√
n(β̂ − β) → N(0, σ2(E(X ′X))−1)
P❛r❛ r❡❛❧✐③❛r ❧♦s ❝♦♥tr❛st❡s✱ ✜❥❛♠♦s ❡❧ ♥✐✈❡❧ ❞❡ s✐❣♥✐✜❝❛❝✐ó♥ ❡♥ ❡❧ 5% ✭α = 0.05✮✱ ♣♦r ❧♦ t❛♥t♦ ❡❧ ♥✐✈❡❧ ❞❡
❝♦♥✜❛♥③❛ ❡s ❞❡❧ 95% ((1− α) = 0.95)✳
❛❧♣❤❛ ❁✲ ✵✳✵✺
✶✳✶ ❈♦♥tr❛st❡s ❞❡ ❤✐♣ót❡s✐s s♦❜r❡ ✉♥ s♦❧♦ ♣❛rá♠❡tr♦
❼ ❊st❛❞íst✐❝♦ ❞❡ ❝♦♥tr❛st❡ t✿ tstat = β̂−β
0
se(β̂)
❼ ❉✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❡①❛❝t❛✿ tstat ∼ t(n−k) ❜❛❥♦ H0
❼ ❉✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❛s✐♥tót✐❝❛✿ tstat ∼ N(0, 1) ❜❛❥♦ H0
❈✉❛♥❞♦ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ t✲st✉❞❡♥t t✐❡♥❡ ♠✉❝❤♦s ❣r❛❞♦s ❞❡ ❧✐❜❡rt❛❞✱ s❡ ❛♣r♦①✐♠❛ ❛ N(0, 1)✳
✶
✶✳✶✳✶ ❈♦♥tr❛st❡s ❜✐❧❛t❡r❛❧
P❧❛♥t❡❛♠♦s ❡❧ ❝♦♥tr❛st❡ ❞❡ ❤✐♣ót❡s✐s✿
H0 : β2 = β
0
2
H1 : β2 6= β02
❘❡❣❧❛ ❞❡ ❞❡❝✐s✐ó♥✿
❼ ❈♦♥ ❡❧ ♣✲✈❛❧♦r✿ p− value < α ⇒ ❘❡❝❤❛③♦ H0
❼ ❈♦♥ ❡❧ ✈❛❧♦r ❝rít✐❝♦ ✭❝✈✮✿ abs(tstat) > cv ⇒ ❘❡❝❤❛③♦ H0
➽❈ó♠♦ ❞❡t❡r♠✐♥♦ ❡❧ ✈❛❧♦r ❝rít✐❝♦ ✭❝✈✱ ♣♦r s✉s s✐❣❧❛s ❡♥ ✐♥❣❧és✮❄
❼ ❉✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❡①❛❝t❛✿ cv = tn−k,1−α
2
❼ ❉✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❛s✐♥tót✐❝❛✿ cv = z1−α
2
❇✵ ❁✲ ✵ ★ ❱❛❧♦r ❞❡❧ ♣❛rá♠❡tr♦ ❇ ❜❛❥♦ ❧❛ ❤✐♣ót❡s✐s ♥✉❧❛
tst❛t ❁✲ ✭❜❬✷❪ ✲ ❇✵✮✴s❡❴❜❬✷❪
♣✈❛❧ ❁✲ ✷ ✯ ✭✶ ✲ ♣t✭❛❜s✭tst❛t✮✱ ❞❢✮✮ ★ ✷✯Pr♦❜❬❳❃❂⑤tst❛t⑤❪❂♣✲✈❛❧♦r
❝✈❛❧ ❁✲ qt✭✶ ✲ ❛❧♣❤❛✴✷✱ ❞❢✮ ★ Pr♦❜❬❳❁❂❝✈❪❂✶✲❛❧♣❤❛✴✷
★ ❝✈❛❧ ❁✲ ❛❜s✭qt✭❛❧♣❤❛✴✷✱ ❞❢✮✮ ❝✈❛❧ ❁✲ qt✭❛❧♣❤❛✴✷✱❞❢✱❧♦✇❡r✳t❛✐❧❂❋❆▲❙❊✮ ★
★ Pr♦❜❬❳❃❂❝✈❪❂❛❧♣❤❛✴✷
♣✈❛❧✳❛s② ❁✲ ✷ ✯ ✭✶ ✲ ♣♥♦r♠✭❛❜s✭tst❛t✮✮✮
❝✈❛❧✳❛s② ❁✲ q♥♦r♠✭✶ ✲ ❛❧♣❤❛✴✷✮
★ ❝✈❛❧✳❛s② ❁✲ ❛❜s✭q♥♦r♠✭❛❧♣❤❛✴✷✮✮ ❝✈❛❧✳❛s② ❁✲ q♥♦r♠✭❛❧♣❤❛✴✷✱❧♦✇❡r✳t❛✐❧❂❋❆▲❙❊✮
♣r✐♥t✭✧❈❛s♦ ✶✿ ❈♦♥tr❛st❡ ❜✐❧❛t❡r❛❧✧✮
★★ ❬✶❪ ✧❈❛s♦ ✶✿ ❈♦♥tr❛st❡ ❜✐❧❛t❡r❛❧✧
♣r✐♥t✭❧✐st✭❝✭✧❊st❛❞íst✐❝♦✧✱ ✧❈❱ t✲st✉❞❡♥t✧✱ ✧♣✲✈❛❧♦r✧✮✱ ❝✭r♦✉♥❞✭tst❛t✱ ✺✮✱ r♦✉♥❞✭❝✈❛❧✱ ✺✮✱
r♦✉♥❞✭♣✈❛❧✱ ✺✮✮✮✮
★★ ❬❬✶❪❪




★★ ✶✷✳✺✺✺✷✺ ✶✳✾✻✹✺✷ ✵✳✵✵✵✵✵
♣r✐♥t✭❧✐st✭❝✭✧❊st❛❞íst✐❝♦✧✱ ✧❈❱ ◆✭✵✱✶✮✧✱ ✧♣✲✈❛❧♦r✧✮✱ ❝✭r♦✉♥❞✭tst❛t✱ ✺✮✱ r♦✉♥❞✭❝✈❛❧✳❛s②✱ ✺✮✱
r♦✉♥❞✭♣✈❛❧✳❛s②✱ ✺✮✮✮✮
★★ ❬❬✶❪❪





★★ ✶✷✳✺✺✺✷✺ ✶✳✾✺✾✾✻ ✵✳✵✵✵✵✵
✶✳✶✳✷ ❈♦♥tr❛st❡ ✉♥✐❧❛t❡r❛❧ ♣♦r ❧❛ ❞❡r❡❝❤❛
P❧❛♥t❡❛♠♦s ❡❧ ❝♦♥tr❛st❡ ❞❡ ❤✐♣ót❡s✐s✿
H0 : β2 = β
0
2




❼ ❈♦♥ ❡❧ ♣✲✈❛❧♦r✿ p− value < α ⇒ ❘❡❝❤❛③♦ H0
❼ ❈♦♥ ❡❧ ✈❛❧♦r ❝rít✐❝♦ ✭❝✈✮✿ tstat > cv ⇒ ❘❡❝❤❛③♦ H0
➽❈ó♠♦ ❞❡t❡r♠✐♥♦ ❡❧ ✈❛❧♦r ❝rít✐❝♦ ✭❝✈✱ ♣♦r s✉s s✐❣❧❛s ❡♥ ✐♥❣❧és✮❄
❼ ❉✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❡①❛❝t❛✿ cv = tn−k,1−α
❼ ❉✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❛s✐♥tót✐❝❛✿ cv = z1−α
♣✈❛❧ ❁✲ ✶ ✲ ♣t✭tst❛t✱ ❞❢✮ ★ Pr♦❜❬❳❃❂tst❛t❪❂♣✲✈❛❧♦r
❝✈❛❧ ❁✲ qt✭✶ ✲ ❛❧♣❤❛✱ ❞❢✮ ★ Pr♦❜❬❳❁❂❝✈❪❂✶✲❛❧♣❤❛
★ ❝✈❛❧ ❁✲ ❛❜s✭qt✭❛❧♣❤❛✱ ❞❢✮✮ ❝✈❛❧ ❁✲ qt✭❛❧♣❤❛✱❞❢✱❧♦✇❡r✳t❛✐❧❂❋❆▲❙❊✮ ★ Pr♦❜❬❳❃❂❝✈❪❂❛❧♣❤❛
♣✈❛❧✳❛s② ❁✲ ✶ ✲ ♣♥♦r♠✭tst❛t✮
❝✈❛❧✳❛s② ❁✲ q♥♦r♠✭✶ ✲ ❛❧♣❤❛✮
★ ❝✈❛❧✳❛s② ❁✲ ❛❜s✭q♥♦r♠✭❛❧♣❤❛✮✮ ❝✈❛❧✳❛s② ❁✲ q♥♦r♠✭❛❧♣❤❛✱❧♦✇❡r✳t❛✐❧❂❋❆▲❙❊✮
♣r✐♥t✭✧❈❛s♦ ✶✿ ❈♦♥tr❛st❡ ✉♥✐❧❛t❡r❛❧ ♣♦r ❧❛ ❞❡r❡❝❤❛✧✮
★★ ❬✶❪ ✧❈❛s♦ ✶✿ ❈♦♥tr❛st❡ ✉♥✐❧❛t❡r❛❧ ♣♦r ❧❛ ❞❡r❡❝❤❛✧
♣r✐♥t✭❧✐st✭❝✭✧❊st❛❞íst✐❝♦✧✱ ✧❈❱ t✲st✉❞❡♥t✧✱ ✧♣✲✈❛❧♦r✧✮✱ ❝✭r♦✉♥❞✭tst❛t✱ ✺✮✱ r♦✉♥❞✭❝✈❛❧✱ ✺✮✱
r♦✉♥❞✭♣✈❛❧✱ ✺✮✮✮✮
★★ ❬❬✶❪❪




★★ ✶✷✳✺✺✺✷✺ ✶✳✻✹✼✼✽ ✵✳✵✵✵✵✵








★★ ✶✷✳✺✺✺✷✺ ✶✳✻✹✹✽✺ ✵✳✵✵✵✵✵
✶✳✶✳✸ ❈♦♥tr❛st❡ ✉♥✐❧❛t❡r❛❧ ♣♦r ❧❛ ✐③q✉✐❡r❞❛
P❧❛♥t❡❛♠♦s ❡❧ ❝♦♥tr❛st❡ ❞❡ ❤✐♣ót❡s✐s✿
H0 : β2 = β
0
2




❼ ❈♦♥ ❡❧ ♣✲✈❛❧♦r✿ p− value < α ⇒ ❘❡❝❤❛③♦ H0
❼ ❈♦♥ ❡❧ ✈❛❧♦r ❝rít✐❝♦ ✭❝✈✮✿ tstat < cv ⇒ ❘❡❝❤❛③♦ H0
➽❈ó♠♦ ❞❡t❡r♠✐♥♦ ❡❧ ✈❛❧♦r ❝rít✐❝♦ ✭❝✈✱ ♣♦r s✉s s✐❣❧❛s ❡♥ ✐♥❣❧és✮❄
❼ ❉✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❡①❛❝t❛✿ cv = tn−k,α
❼ ❉✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❛s✐♥tót✐❝❛✿ cv = zα
♣✈❛❧ ❁✲ ♣t✭tst❛t✱ ❞❢✮ ★ Pr♦❜❬❳❁❂tst❛t❪❂♣✲✈❛❧♦r
❝✈❛❧ ❁✲ qt✭❛❧♣❤❛✱ ❞❢✮ ★ Pr♦❜❬❳❁❂❝✈❪❂❛❧♣❤❛
♣✈❛❧✳❛s② ❁✲ ♣♥♦r♠✭tst❛t✮
❝✈❛❧✳❛s② ❁✲ q♥♦r♠✭❛❧♣❤❛✮
♣r✐♥t✭✧❈❛s♦ ✶✿ ❈♦♥tr❛st❡ ✉♥✐❧❛t❡r❛❧ ♣♦r ❧❛ ✐③q✉✐❡r❞❛✧✮
★★ ❬✶❪ ✧❈❛s♦ ✶✿ ❈♦♥tr❛st❡ ✉♥✐❧❛t❡r❛❧ ♣♦r ❧❛ ✐③q✉✐❡r❞❛✧
♣r✐♥t✭❧✐st✭❝✭✧❊st❛❞íst✐❝♦✧✱ ✧❈❱ t✲st✉❞❡♥t✧✱ ✧♣✲✈❛❧♦r✧✮✱ ❝✭r♦✉♥❞✭tst❛t✱ ✺✮✱ r♦✉♥❞✭❝✈❛❧✱ ✺✮✱
r♦✉♥❞✭♣✈❛❧✱ ✺✮✮✮✮
★★ ❬❬✶❪❪




★★ ✶✷✳✺✺✺✷✺ ✲✶✳✻✹✼✼✽ ✶✳✵✵✵✵✵








★★ ✶✷✳✺✺✺✷✺ ✲✶✳✻✹✹✽✺ ✶✳✵✵✵✵✵
✶✳✷ ❈♦♥tr❛st❡s ❞❡ ❤✐♣ót❡s✐s s♦❜r❡ ✉♥❛ ❝♦♠❜✐♥❛❝✐ó♥ ❧✐♥❡❛❧ ❞❡ ♣❛rá♠❡tr♦s





❼ ◆ú♠❡r♦ ❞❡ r❡str✐❝❝✐♦♥❡s✿ J = 1
❼ ❊st❛❞íst✐❝♦ ❞❡ ❝♦♥tr❛st❡ t✿ tstat = q
′β̂−q′β0√
q′ ˆV ar(β̂)q
❼ ❉✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❡①❛❝t❛✿ tstat ∼ t(n−k) ❜❛❥♦ H0
❼ ❉✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❛s✐♥tót✐❝❛✿ tstat ∼ N(0, 1) ❜❛❥♦ H0
✶✳✷✳✶ ❈♦♥tr❛st❡ ❜✐❧❛t❡r❛❧
P❧❛♥t❡♦ ❡❧ ❝♦♥tr❛st❡ ♣❛r❛ ❡❧ ❡❥❡♠♣❧♦ q✉❡ ✈❛♠♦s ❛ ❛♥❛❧✐③❛r✿
H0 : β2 = β3
H1 : β2 = β3
⇒
H0 : β2 − β3 = 0
H1 : β2 − β3 6= 0
▼♦❞❡❧♦ r❡str✐♥❣✐❞♦ ❜❛❥♦ ❧❛ ❤✐♣ót❡s✐s ♥✉❧❛✿
log(wage)i = β1 + β2educi + β2experi + β4)tenurei + ui
log(wage)i = β1 + β2(educi + experi) + β4)tenurei + ui
★ ❛✮ ❍✵✿ ❜✷❂❜✸ ✭❁❂❃ ❜✷✲❜✸❂✵✮ ❀ ❍✶✿ ❜✷✦❂❜✸ ✬❈❖◆❚❘❆❙❚❊ ❇■▲❆❚❊❘❆▲✬
q✵ ❁✲ ✵
q ❁✲ ❝✭✵✱ ✶✱ ✲✶✱ ✵✮
tst❛t✳✷ ❁✲ ✭t✭q✮ ✪✯✪ ❜ ✲ q✵✮✴sqrt✭t✭q✮ ✪✯✪ ❱❴❜ ✪✯✪ q✮
♣✈❛❧ ❁✲ ✷ ✯ ✭✶ ✲ ♣t✭❛❜s✭tst❛t✳✷✮✱ ❞❢✮✮ ★ ✷✯Pr♦❜❬❳❃❂⑤tst❛t⑤❪❂♣✲✈❛❧♦r
❝✈❛❧ ❁✲ qt✭✶ ✲ ❛❧♣❤❛✴✷✱ ❞❢✮ ★ Pr♦❜❬❳❁❂❝✈❪❂✶✲❛❧♣❤❛✴✷
★ ❝✈❛❧ ❁✲ ❛❜s✭qt✭❛❧♣❤❛✴✷✱ ❞❢✮✮ ❝✈❛❧ ❁✲ qt✭❛❧♣❤❛✴✷✱❞❢✱❧♦✇❡r✳t❛✐❧❂❋❆▲❙❊✮
♣✈❛❧✳❛s② ❁✲ ✷ ✯ ✭✶ ✲ ♣♥♦r♠✭❛❜s✭tst❛t✳✷✮✮✮
❝✈❛❧✳❛s② ❁✲ q♥♦r♠✭✶ ✲ ❛❧♣❤❛✴✷✮ ★ Pr♦❜❬❳❁❂①❪
★ ❝✈❛❧✳❛s② ❁✲ ❛❜s✭q♥♦r♠✭❛❧♣❤❛✴✷✮✮ ❝✈❛❧✳❛s② ❁✲ q♥♦r♠✭❛❧♣❤❛✴✷✱❧♦✇❡r✳t❛✐❧❂❋❆▲❙❊✮
♣r✐♥t✭✧❈❛s♦ ✷✿ ❈♦♥tr❛st❡ ❜✐❧❛t❡r❛❧✧✮
✺
★★ ❬✶❪ ✧❈❛s♦ ✷✿ ❈♦♥tr❛st❡ ❜✐❧❛t❡r❛❧✧
♣r✐♥t✭❧✐st✭❝✭✧❊st❛❞íst✐❝♦✧✱ ✧❈❱ t✲st✉❞❡♥t✧✱ ✧♣✲✈❛❧♦r✧✮✱ ❝✭r♦✉♥❞✭tst❛t✳✷✱ ✺✮✱ r♦✉♥❞✭❝✈❛❧✱ ✺✮✱
r♦✉♥❞✭♣✈❛❧✱ ✺✮✮✮✮
★★ ❬❬✶❪❪
★★ ❬✶❪ ✧❊st❛❞íst✐❝♦✧ ✧❈❱ t✲st✉❞❡♥t✧ ✧♣✲✈❛❧♦r✧
★★
★★ ❬❬✷❪❪
★★ ❬✶❪ ✶✷✳✺✽✽✵✵ ✶✳✾✻✹✺✷ ✵✳✵✵✵✵✵
♣r✐♥t✭❧✐st✭❝✭✧❊st❛❞íst✐❝♦✧✱ ✧❈❱ ◆✭✵✱✶✮✧✱ ✧♣✲✈❛❧♦r✧✮✱ ❝✭r♦✉♥❞✭tst❛t✳✷✱ ✺✮✱ r♦✉♥❞✭❝✈❛❧✳❛s②✱ ✺✮✱
r♦✉♥❞✭♣✈❛❧✳❛s②✱ ✺✮✮✮✮
★★ ❬❬✶❪❪
★★ ❬✶❪ ✧❊st❛❞íst✐❝♦✧ ✧❈❱ ◆✭✵✱✶✮✧ ✧♣✲✈❛❧♦r✧
★★
★★ ❬❬✷❪❪
★★ ❬✶❪ ✶✷✳✺✽✽✵✵ ✶✳✾✺✾✾✻ ✵✳✵✵✵✵✵
★ ❜✮✱ ❝✮ ✐❣✉❛❧ q✉❡ ❡♥ ❡❧ ❝❛s♦ ✉♥✐❧❛t❡r❛❧
✶✳✸ ❈♦♥tr❛st❡ s♦❜r❡ r❡str✐❝❝✐♦♥❡s ❧✐♥❡❛❧❡s ♠ú❧t✐♣❧❡s (J > 1)
P❧❛♥t❡❛♠♦s ❡❧ ❝♦♥tr❛st❡ ❞❡ ❤✐♣ót❡s✐s ❣❡♥❡r❛❧✿
H0 : Rβ = r
H1 : Rβ 6= r
❼ ◆ú♠❡r♦ ❞❡ r❡str✐❝❝✐♦♥❡s✿ J > 1
❼ ❊st❛❞íst✐❝♦ ❞❡ ❝♦♥tr❛st❡ F ✿ Fstat = (Rβ̂ − r)′(R ˆV ar(β̂)R′)−1(Rβ̂ − r)/J
❼ ❉✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❡①❛❝t❛✿ Fstat ∼ FJ,n−k ❜❛❥♦ H0
❼ ❉✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❛s✐♥tót✐❝❛✿ W = J ∗ Ftstat ∼ χ2J ❜❛❥♦ H0 ✭❡st❛❞íst✐❝♦ ❞❡ ❲❛❧❞✮
❼ Fstat ❡s ✉♥❛ ❢♦r♠❛ ❝✉❛❞rát✐❝❛ ✭só❧♦ ✈❛❧♦r❡s ♣♦s✐t✐✈♦s✮ ✲ ❝♦♥tr❛st❡ ❛ ✉♥❛ ❝♦❧❛ ✭α✮ ❛ ❧❛ ❞❡r❡❝❤❛
P❧❛♥t❡♦ ❡❧ ❝♦♥tr❛st❡ ♣❛r❛ ❡❧ ❡❥❡♠♣❧♦ q✉❡ ✈❛♠♦s ❛ ❛♥❛❧✐③❛r✳ ❙❡ tr❛t❛ ❞❡ ✉♥ ❝♦♥tr❛st❡ ❝♦♥ J = 2✳
H0 : β2 = 0, β3 + β4 = 1
H1 : ❡♥ ❝❛s♦ ❝♦♥tr❛r✐♦ ✭❡❝❝✮
❘ ❁✲ r❜✐♥❞✭❝✭✵✱ ✶✱ ✵✱ ✵✮✱ ❝✭✵✱ ✵✱ ✶✱ ✶✮✮
r ❁✲ ❝✭✵✱ ✶✮
❏ ❁✲ ♥r♦✇✭❘✮
❢st❛t ❁✲ t✭❘ ✪✯✪ ❜ ✲ r✮ ✪✯✪ s♦❧✈❡✭❘ ✪✯✪ ❱❴❜ ✪✯✪ t✭❘✮✮ ✪✯✪ ✭❘ ✪✯✪ ❜ ✲ r✮✴❏
✻
♣✈❛❧ ❁✲ ✶ ✲ ♣❢✭❢st❛t✱ ❏✱ ❞❢✮ ★ Pr♦❜❬❳❁❂❢st❛t❪❂✶✲❛❧♣❤❛
❝✈❛❧ ❁✲ q❢✭✶ ✲ ❛❧♣❤❛✱ ❏✱ ❞❢✮ ★ Pr♦❜❬❳❁❂❝✈❪❂✶✲❛❧♣❤❛
✇st❛t ❁✲ ❢st❛t ✯ ❏
♣✈❛❧✳❛s② ❁✲ ✶ ✲ ♣❝❤✐sq✭✇st❛t✱ ❏✮
❝✈❛❧✳❛s② ❁✲ q❝❤✐sq✭✶ ✲ ❛❧♣❤❛✱ ❏✮ ★ Pr♦❜❬❳❁❂①❪
♣r✐♥t✭❧✐st✭❝✭✧❊st❛❞íst✐❝♦✧✱ ✧❈❱ ❋ ❞❡ ❙♥❡❞❡❝♦r✧✱ ✧♣✲✈❛❧♦r✧✮✱ ❝✭r♦✉♥❞✭❢st❛t✱ ✺✮✱ r♦✉♥❞✭❝✈❛❧✱
✺✮✱ r♦✉♥❞✭♣✈❛❧✱ ✺✮✮✮✮
★★ ❬❬✶❪❪
★★ ❬✶❪ ✧❊st❛❞íst✐❝♦✧ ✧❈❱ ❋ ❞❡ ❙♥❡❞❡❝♦r✧ ✧♣✲✈❛❧♦r✧
★★
★★ ❬❬✷❪❪
★★ ❬✶❪ ✻✼✶✺✾✳✶✺✾✺✺ ✸✳✵✶✷✾✾ ✵✳✵✵✵✵✵
♣r✐♥t✭❧✐st✭❝✭✧❊st❛❞íst✐❝♦✧✱ ✧❈❱ ❈❤✐ ❝✉❛❞r❛❞♦✧✱ ✧♣✲✈❛❧♦r✧✮✱ ❝✭r♦✉♥❞✭✇st❛t✱ ✺✮✱ r♦✉♥❞✭❝✈❛❧✳❛s②✱
✺✮✱ r♦✉♥❞✭♣✈❛❧✳❛s②✱ ✺✮✮✮✮
★★ ❬❬✶❪❪
★★ ❬✶❪ ✧❊st❛❞íst✐❝♦✧ ✧❈❱ ❈❤✐ ❝✉❛❞r❛❞♦✧ ✧♣✲✈❛❧♦r✧
★★
★★ ❬❬✷❪❪
★★ ❬✶❪ ✶✸✹✸✶✽✳✸✶✾✶✶ ✺✳✾✾✶✹✻ ✵✳✵✵✵✵✵
✶✳✹ ❈á❧❝✉❧♦ ❞❡❧ ❡st❛❞íst✐❝♦ F ❜❛s❛❞♦ ❡♥ R2
▼♦❞❡❧♦ r❡str✐♥❣✐❞♦ ❜❛❥♦ ❧❛ ❤✐♣ót❡s✐s ♥✉❧❛ H0 : β2 = 0, β3 + β4 = 1✳
log(wage)i = β1 + β3experi + (1− β3)tenurei + ui
log(wage)i = β1 + β3(experi − tenurei) + tenurei + ui
log(wage)i − tenurei = β1 + β3(experi − tenurei) + ui





②st❛r ❁✲ ② ✲ ❳❬✱ ✹❪
❳st❛r ❁✲ ❝❜✐♥❞✭✶✱ ❳❬✱ ✸❪ ✲ ❳❬✱ ✹❪✮
❤❡❛❞✭❝❜✐♥❞✭②st❛r✱ ❳st❛r✮✮
★★ ②st❛r
★★ ✶ ✶✳✶✸✶✹✵✷✶ ✶ ✷
★★ ✷ ✲✵✳✽✷✹✹✷✻✼ ✶ ✷✵
★★ ✸ ✶✳✵✾✽✻✶✷✸ ✶ ✷
★★ ✹ ✲✷✻✳✷✵✽✷✹✵✺ ✶ ✶✻
★★ ✺ ✲✵✳✸✸✷✷✾✸✷ ✶ ✺





★★ ❬✶❪ ✧♠❛tr✐①✧ ✧❛rr❛②✧
❜st❛r ❁✲ s♦❧✈❡✭t✭❳st❛r✮ ✪✯✪ ❳st❛r✮ ✪✯✪ t✭❳st❛r✮ ✪✯✪ ②st❛r
❜r ❁✲ ❝✭❜st❛r❬✶❪✱ ✵✱ ❜st❛r❬✷❪✱ ✶ ✲ ❜st❛r❬✷❪✮
★ ❈❄❧❝✉❧♦ ❝♦♥ ❧❛ ❢❄r♠✉❧❛
❜r✳❢ ❁✲ ❜ ✲ s♦❧✈❡✭t✭❳✮ ✪✯✪ ❳✮ ✪✯✪ t✭❘✮ ✪✯✪ s♦❧✈❡✭❘ ✪✯✪ s♦❧✈❡✭t✭❳✮ ✪✯✪ ❳✮ ✪✯✪ t✭❘✮✮ ✪✯✪ ✭❘ ✪✯✪
❜ ✲ r✮
★ ❙❈❘✿ ❯r ❂ ② ✲ ❳❜r❀ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡ ✬②✬ t✐❡♥❡ q✉❡ s❡r ❧❛ ♠✐s♠❛
❘❙❙r ❁✲ s✉♠✭✭② ✲ ❳ ✪✯✪ ❜r✮❫✷✮
★ ❊♥ ❡st❡ ❝❛s♦✱ ❞❛r❄❛ ✐❣✉❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛r ❙❈❘ ❝♦♥ ❧❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛❞❛s ❞❡ ❛❝✉❡r❞♦ ❛❧
★ ♠♦❞❡❧♦ r❡str✐♥❣✐❞♦ ✉r ❂ ② ✲ ❬❜✶✳r ✰ ✵✯❡❞✉❝ ✰ ❜✸✳r✯❡①♣❡r ✰ ✭✶✲❜✸✳r✮✯t❡♥✉r❡❪ ✉r ❂ ② ✲
★ t❡♥✉r❡ ✰ ❬❜✶✳r ✰ ✵✯❡❞✉❝ ✰ ❜✸✳r✯✭❡①♣❡r ✲ t❡♥✉r❡✮❪ ✉r ❂ ②st❛r ✲ ❳st❛r✯❜r❀ ❳st❛r❂✭✶
★ ❡①♣❡r✲t❡♥✉r❡✮✬
❘❙❙st❛r ❁✲ s✉♠✭✭②st❛r ✲ ❳st❛r ✪✯✪ ❜st❛r✮❫✷✮ ★ P♦❞❡♠♦s ❝❛❧❝✉❧❛r❧♦ ❛ ♣❛rt✐r ♠♦❞❡❧♦ r❡str✐♥❣✐❞♦
❢st❛r✳✶ ❁✲ ✭❘❙❙r ✲ ❘❙❙✮✴❘❙❙
❢st❛r✳✶ ❁✲ ❢st❛r✳✶ ✯ ✭❞❢✴❏✮







❘✷r ❁✲ ✶ ✲ ✭❘❙❙r✴❱❚✮
❢st❛r✳✷ ❁✲ ✭❘✷ ✲ ❘✷r✮✴✭✶ ✲ ❘✷✮
❢st❛r✳✷ ❁✲ ❢st❛r✳✷ ✯ ✭❞❢✴❏✮
★ ➼❖❏❖✦ ❈❛❧❝✉❧❛r❧♦ ❝♦♥ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ tr❛♥s❢♦r♠❛❞♦ ❡st❛rí❛ ♠❛❧ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡ ❞❡❧
★ ♠♦❞❡❧♦ r❡str✐♥❣✐❞♦ ♥♦ ❡s ❧❛ ♠✐s♠❛ q✉❡ ❧❛ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ s✐♥ r❡str✐♥❣✐r
❱❚st❛r ❁✲ t✭②st❛r ✲ ♠❡❛♥✭②st❛r✮✮ ✪✯✪ ✭②st❛r ✲ ♠❡❛♥✭②st❛r✮✮ ★ ❱❛r✐❛❝✐ó♥ t♦t❛❧ ✿ s✉♠❛ ②✯❴✐ ✲ ♠❡❛♥✭②✯✮
❘✷st❛r ❁✲ ✶ ✲ ✭❘❙❙st❛r✴❱❚st❛r✮
❢st❛r✳✸ ❁✲ ✭❘✷ ✲ ❘✷st❛r✮✴✭✶ ✲ ❘✷✮
❢st❛r✳✸ ❁✲ ❢st❛r✳✸ ✯ ✭❞❢✴❏✮
♣r✐♥t✭❧✐st✭✧❈❛❧❝✉❧♦ ❜ r❡str✐♥❣✐❞♦ ❝♦♥ ❢ór♠✉❧❛✧✱ r♦✉♥❞✭❜r✱ ✺✮✮✮
★★ ❬❬✶❪❪
★★ ❬✶❪ ✧❈❛❧❝✉❧♦ ❜ r❡str✐♥❣✐❞♦ ❝♦♥ ❢ór♠✉❧❛✧
★★
★★ ❬❬✷❪❪
★★ ❬✶❪ ✲✸✳✼✷✶✷✾ ✵✳✵✵✵✵✵ ✵✳✵✷✵✶✺ ✵✳✾✼✾✽✺
♣r✐♥t✭❧✐st✭✧❈❛❧❝✉❧♦ ❜ r❡str✐♥❣✐❞♦ ❝♦♥ ♠♦❞❡❧♦ tr❛♥s❢♦r♠❛❞♦✧✱ r♦✉♥❞✭t✭❜r✳❢✮✱ ✺✮✮✮
★★ ❬❬✶❪❪




★★ ❝t❡ ❡❞✉❝ ❡①♣❡r t❡♥✉r❡
★★ ❬✶✱❪ ✲✸✳✼✷✶✷✾ ✵ ✵✳✵✷✵✶✺ ✵✳✾✼✾✽✺
♣❛st❡✭✧❙❈❘ ♠♦❞❡❧♦ r❡str✐♥❣✐❞♦✿ ✧✱ r♦✉♥❞✭❘❙❙r✱ ✺✮✮
★★ ❬✶❪ ✧❙❈❘ ♠♦❞❡❧♦ r❡str✐♥❣✐❞♦✿ ✷✻✷✵✼✳✹✼✺✧
♣❛st❡✭✧❙❈❘ ♠♦❞❡❧♦ r❡str✐♥❣✐❞♦ ❝❛❧❝✉❧❛❞❛ ❝♦♥ ♠♦❞❡❧♦ tr❛♥s❢♦r♠❛❞♦✿ ✧✱ r♦✉♥❞✭❘❙❙st❛r✱ ✺✮✮
★★ ❬✶❪ ✧❙❈❘ ♠♦❞❡❧♦ r❡str✐♥❣✐❞♦ ❝❛❧❝✉❧❛❞❛ ❝♦♥ ♠♦❞❡❧♦ tr❛♥s❢♦r♠❛❞♦✿ ✷✻✷✵✼✳✹✼✺✧
❧✐st✭✧❙❈❘❴❘❡str✐♥❣✐❞♦ ❃ ❙❈❘❴❙✐♥❘❡str✐♥❣✐r✧✱ ❝✭r♦✉♥❞✭❘❙❙r✱ ✺✮✱ r♦✉♥❞✭❘❙❙✱ ✺✮✮✮
★★ ❬❬✶❪❪
★★ ❬✶❪ ✧❙❈❘❴❘❡str✐♥❣✐❞♦ ❃ ❙❈❘❴❙✐♥❘❡str✐♥❣✐r✧
★★
★★ ❬❬✷❪❪
★★ ❬✶❪ ✷✻✷✵✼✳✹✼✺✵ ✶✵✶✳✹✺✺✻
♣r✐♥t✭❧✐st✭✧❈♦♠♣❛r❛❝✐ó♥ ❝á❧❝✉❧♦ ❡st❛❞íst✐❝♦ ❋✧✱ ❝✭r♦✉♥❞✭❢st❛t✱ ✺✮✱ r♦✉♥❞✭❢st❛r✳✶✱ ✺✮✱ r♦✉♥❞✭❢st❛r✳✷✱
✺✮✮✮✮
★★ ❬❬✶❪❪
★★ ❬✶❪ ✧❈♦♠♣❛r❛❝✐ó♥ ❝á❧❝✉❧♦ ❡st❛❞íst✐❝♦ ❋✧
★★
★★ ❬❬✷❪❪
★★ ❬✶❪ ✻✼✶✺✾✳✶✻ ✻✼✶✺✾✳✶✻ ✻✼✶✺✾✳✶✻
♣r✐♥t✭❧✐st✭✧❋♦r♠❛ ❘✲❝✉❛❞r❛❞♦ ❞❡❧ ❡st❛❞íst✐❝♦ ❋ ◆❖ s❡ ❝❛❧❝✉❧❛ ❝♦♥ ♠♦❞❡❧♦ tr❛♥s❢♦r♠❛❞♦✧✱ ❝✭r♦✉♥❞✭❢st❛t✱
✺✮✱ r♦✉♥❞✭❢st❛r✳✸✱ ✺✮✮✮✮
★★ ❬❬✶❪❪
★★ ❬✶❪ ✧❋♦r♠❛ ❘✲❝✉❛❞r❛❞♦ ❞❡❧ ❡st❛❞íst✐❝♦ ❋ ◆❖ s❡ ❝❛❧❝✉❧❛ ❝♦♥ ♠♦❞❡❧♦ tr❛♥s❢♦r♠❛❞♦✧
★★
★★ ❬❬✷❪❪
★★ ❬✶❪ ✻✼✶✺✾✳✶✺✾✺ ✶✷✵✳✶✺✼✷
✶✳✺ ❘❡❧❛❝✐ó♥ ❡♥tr❡ ❧♦s ❡st❛❞íst✐❝♦s t ② F
P❛r❛ J = 1✿ Fstat = tstat2 ✭❝♦♥tr❛st❡ ❜✐❧❛t❡r❛❧✮ ❊❧ ❡st❛❞íst✐❝♦ t ❡s ♠ás ✢❡①✐❜❧❡ q✉❡ ❡st❛❞íst✐❝♦ F ✱ s❡ ♣✉❡❞❡
✉s❛r ♣❛r❛ ❝♦♥tr❛st❛r ❤✐♣ót❡s✐s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❛s ❞❡ ✉♥❛ ❝♦❧❛✳
❘ ❁✲ ❛s✳♠❛tr✐①✭❝✭✵✱ ✶✱ ✲✶✱ ✵✮✮




❢♦❜s ❁✲ t✭❘ ✪✯✪ ❜ ✲ r✮ ✪✯✪ s♦❧✈❡✭❘ ✪✯✪ ❱❴❜ ✪✯✪ t✭❘✮✮ ✪✯✪ ✭❘ ✪✯✪ ❜ ✲ r✮✴❏
♣r✐♥t✭❧✐st✭✧❊st❛❞íst✐❝♦s t ② ❋ ♣❛r❛ ❏❂✶✧✱ ❝❜✐♥❞✭r♦✉♥❞✭❢♦❜s✱ ✺✮✱ r♦✉♥❞✭tst❛t✳✷❫✷✱ ✺✮✮✮✮
★★ ❬❬✶❪❪




★★ ❬✶✱❪ ✶✺✽✳✹✺✼✻ ✶✺✽✳✹✺✼✻
✶✳✻ ❈♦♥tr❛st❡ ❞❡ s✐❣♥✐✜❝❛❝✐ó♥ ❣❧♦❜❛❧ ✭❝♦♥❥✉♥t❛✮
❚♦❞❛s ❧❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐✈❛s✱ s❛❧✈♦ ❡❧ tér♠✐♥♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡✱ s♦♥ ❝❡r♦✳
H0 : β2 = β3 = β4 = 0
H1 : ❡♥ ❝❛s♦ ❝♦♥tr❛r✐♦ ✭❡❝❝✮
★ ❍✵✿ ❜✷❂❜✸❂❜✹❂✵ ❀ ❍✶✿ ❛❧❣✉♥♦ ❞✐st✐♥t♦ ❞❡ ❝❡r♦
❘ ❁✲ r❜✐♥❞✭❝✭✵✱ ✶✱ ✵✱ ✵✮✱ ❝✭✵✱ ✵✱ ✶✱ ✵✮✱ ❝✭✵✱ ✵✱ ✵✱ ✶✮✮
★ ❘
r ❁✲ r❡♣✭✵✱ ✸✮
❏ ❁✲ ♥r♦✇✭❘✮
❢❛❧❧ ❁✲ t✭❘ ✪✯✪ ❜ ✲ r✮ ✪✯✪ s♦❧✈❡✭❘ ✪✯✪ ❱❴❜ ✪✯✪ t✭❘✮✮ ✪✯✪ ✭❘ ✪✯✪ ❜ ✲ r✮✴❏
♣✈❛❧ ❁✲ ✶ ✲ ♣❢✭❢❛❧❧✱ ❏✱ ❞❢✮ ★ Pr♦❜❬❳❁❂❢st❛t❪❂✶✲❛❧♣❤❛
❝✈❛❧ ❁✲ q❢✭✶ ✲ ❛❧♣❤❛✱ ❏✱ ❞❢✮ ★ Pr♦❜❬❳❁❂❝✈❪❂✶✲❛❧♣❤❛
✇❛❧❧ ❁✲ ❢❛❧❧ ✯ ❏
♣✈❛❧✳❛s② ❁✲ ✶ ✲ ♣❝❤✐sq✭✇❛❧❧✱ ❏✮
❝✈❛❧✳❛s② ❁✲ q❝❤✐sq✭✶ ✲ ❛❧♣❤❛✱ ❏✮ ★ Pr♦❜❬❳❁❂①❪
♣r✐♥t✭❧✐st✭❝✭✧❊st❛❞íst✐❝♦✧✱ ✧❈❱ ❋ ❞❡ ❙♥❡❞❡❝♦r✧✱ ✧♣✲✈❛❧♦r✧✮✱ ❝✭r♦✉♥❞✭❢❛❧❧✱ ✺✮✱ r♦✉♥❞✭❝✈❛❧✱ ✺✮✱
r♦✉♥❞✭♣✈❛❧✱ ✺✮✮✮✮
★★ ❬❬✶❪❪
★★ ❬✶❪ ✧❊st❛❞íst✐❝♦✧ ✧❈❱ ❋ ❞❡ ❙♥❡❞❡❝♦r✧ ✧♣✲✈❛❧♦r✧
★★
★★ ❬❬✷❪❪
★★ ❬✶❪ ✽✵✳✸✾✵✾✷ ✷✳✻✷✶✾✽ ✵✳✵✵✵✵✵
♣r✐♥t✭❧✐st✭❝✭✧❊st❛❞íst✐❝♦✧✱ ✧❈❱ ❈❤✐ ❝✉❛❞r❛❞♦✧✱ ✧♣✲✈❛❧♦r✧✮✱ ❝✭r♦✉♥❞✭✇❛❧❧✱ ✺✮✱ r♦✉♥❞✭❝✈❛❧✳❛s②✱
✺✮✱ r♦✉♥❞✭♣✈❛❧✳❛s②✱ ✺✮✮✮✮
★★ ❬❬✶❪❪




★★ ❬✶❪ ✷✹✶✳✶✼✷✼✻ ✼✳✽✶✹✼✸ ✵✳✵✵✵✵✵
✷ ❈♦♥tr❛st❡s ❞❡ ❤✐♣ót❡s✐s ❝♦♥ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❧✐♥❡❛r❍②♣♦t❤❡s✐s
▲❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❧✐♥❡❛r❍②♣♦t❤❡s✐s ❡stá ✐♥❝❧✉✐❞❛ ❡♥ ❡❧ ♣❛q✉❡t❡ ❝❛r✳ P❡r♠✐t❡ r❡❛❧✐③❛r ❝♦♥tr❛st❡s t✐♣♦ ❋✲r❛t✐♦✿
❡st❛❞ís✐t✐❝♦ F ② W = J ∗ F ✭❛s✐♥tót✐❝♦✮✳
✷✳✶ ❈♦♥tr❛st❡s ❞❡ ❤✐♣ót❡s✐s s♦❜r❡ ✉♥ ♣❛rá♠❡tr♦
❆❧t❡r♥❛t✐✈❛ ✶✿
❤♠ ❁✲ ❝✭✵✱ ✶✱ ✵✱ ✵✮
r❤s ❁✲ ✵
❧✐♥❡❛r❍②♣♦t❤❡s✐s✭♦❧s✱ ❤♠✱ r❤s✮
★★ ▲✐♥❡❛r ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st
★★
★★ ❍②♣♦t❤❡s✐s✿
★★ ❡❞✉❝ ❂ ✵
★★
★★ ▼♦❞❡❧ ✶✿ r❡str✐❝t❡❞ ♠♦❞❡❧
★★ ▼♦❞❡❧ ✷✿ ❧✇❛❣❡ ⑦ ❡❞✉❝ ✰ ❡①♣❡r ✰ t❡♥✉r❡
★★
★★ ❘❡s✳❉❢ ❘❙❙ ❉❢ ❙✉♠ ♦❢ ❙q ❋ Pr✭❃❋✮
★★ ✶ ✺✷✸ ✶✸✷✳✵✾
★★ ✷ ✺✷✷ ✶✵✶✳✹✻ ✶ ✸✵✳✻✸✽ ✶✺✼✳✻✸ ❁ ✷✳✷❡✲✶✻ ✯✯✯
★★ ✲✲✲
★★ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶
❧✐♥❡❛r❍②♣♦t❤❡s✐s✭♦❧s✱ ❤♠✱ r❤s✱ t❡st ❂ ✧❈❤✐sq✧✮ ★ ❈♦♥tr❛st❡ ❛s✐♥t❄t✐❝♦
★★ ▲✐♥❡❛r ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st
★★
★★ ❍②♣♦t❤❡s✐s✿
★★ ❡❞✉❝ ❂ ✵
★★
★★ ▼♦❞❡❧ ✶✿ r❡str✐❝t❡❞ ♠♦❞❡❧
★★ ▼♦❞❡❧ ✷✿ ❧✇❛❣❡ ⑦ ❡❞✉❝ ✰ ❡①♣❡r ✰ t❡♥✉r❡
★★
★★ ❘❡s✳❉❢ ❘❙❙ ❉❢ ❙✉♠ ♦❢ ❙q ❈❤✐sq Pr✭❃❈❤✐sq✮
★★ ✶ ✺✷✸ ✶✸✷✳✵✾
★★ ✷ ✺✷✷ ✶✵✶✳✹✻ ✶ ✸✵✳✻✸✽ ✶✺✼✳✻✸ ❁ ✷✳✷❡✲✶✻ ✯✯✯
★★ ✲✲✲




★★ ▲✐♥❡❛r ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st
★★
★★ ❍②♣♦t❤❡s✐s✿
★★ ❡❞✉❝ ❂ ✵
★★
★★ ▼♦❞❡❧ ✶✿ r❡str✐❝t❡❞ ♠♦❞❡❧
★★ ▼♦❞❡❧ ✷✿ ❧✇❛❣❡ ⑦ ❡❞✉❝ ✰ ❡①♣❡r ✰ t❡♥✉r❡
★★
★★ ❘❡s✳❉❢ ❘❙❙ ❉❢ ❙✉♠ ♦❢ ❙q ❋ Pr✭❃❋✮
★★ ✶ ✺✷✸ ✶✸✷✳✵✾
★★ ✷ ✺✷✷ ✶✵✶✳✹✻ ✶ ✸✵✳✻✸✽ ✶✺✼✳✻✸ ❁ ✷✳✷❡✲✶✻ ✯✯✯
★★ ✲✲✲
★★ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶
❧✐♥❡❛r❍②♣♦t❤❡s✐s✭♦❧s✱ ✧❡❞✉❝❂✵✧✱ t❡st ❂ ✧❈❤✐sq✧✮ ★ ❈♦♥tr❛st❡ ❛s✐♥t❄t✐❝♦
★★ ▲✐♥❡❛r ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st
★★
★★ ❍②♣♦t❤❡s✐s✿
★★ ❡❞✉❝ ❂ ✵
★★
★★ ▼♦❞❡❧ ✶✿ r❡str✐❝t❡❞ ♠♦❞❡❧
★★ ▼♦❞❡❧ ✷✿ ❧✇❛❣❡ ⑦ ❡❞✉❝ ✰ ❡①♣❡r ✰ t❡♥✉r❡
★★
★★ ❘❡s✳❉❢ ❘❙❙ ❉❢ ❙✉♠ ♦❢ ❙q ❈❤✐sq Pr✭❃❈❤✐sq✮
★★ ✶ ✺✷✸ ✶✸✷✳✵✾
★★ ✷ ✺✷✷ ✶✵✶✳✹✻ ✶ ✸✵✳✻✸✽ ✶✺✼✳✻✸ ❁ ✷✳✷❡✲✶✻ ✯✯✯
★★ ✲✲✲
★★ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶
❆❧t❡r♥❛t✐✈❛ ✸✿ ❆◆❖❱❆ ✲ ❝♦♠♣❛r❛❝✐ó♥ ❞❡ ♠♦❞❡❧♦s ❛♥✐❞❛❞♦s
♦❧sr❡s✳❝✶ ❁✲ ❧♠✭❧✇❛❣❡ ⑦ ❡①♣❡r ✰ t❡♥✉r❡✱ ❞❛t❛ ❂ ✇❞❛t❛✮
❛♥♦✈❛✭♦❧sr❡s✳❝✶✱ ♦❧s✮
★★ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❱❛r✐❛♥❝❡ ❚❛❜❧❡
★★
★★ ▼♦❞❡❧ ✶✿ ❧✇❛❣❡ ⑦ ❡①♣❡r ✰ t❡♥✉r❡
★★ ▼♦❞❡❧ ✷✿ ❧✇❛❣❡ ⑦ ❡❞✉❝ ✰ ❡①♣❡r ✰ t❡♥✉r❡
★★ ❘❡s✳❉❢ ❘❙❙ ❉❢ ❙✉♠ ♦❢ ❙q ❋ Pr✭❃❋✮
★★ ✶ ✺✷✸ ✶✸✷✳✵✾
★★ ✷ ✺✷✷ ✶✵✶✳✹✻ ✶ ✸✵✳✻✸✽ ✶✺✼✳✻✸ ❁ ✷✳✷❡✲✶✻ ✯✯✯
★★ ✲✲✲
★★ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶
✶✷
✷✳✷ ❈♦♥tr❛st❡s ❞❡ ❤✐♣ót❡s✐s s♦❜r❡ ✉♥❛ ❝♦♠❜✐♥❛❝✐ó♥ ❧✐♥❡❛❧ ❞❡ ♣❛rá♠❡tr♦s
❆❧t❡r♥❛t✐✈❛ ✶✿
❤♠ ❁✲ ❝✭✵✱ ✶✱ ✲✶✱ ✵✮
r❤s ❁✲ ✵
❧✐♥❡❛r❍②♣♦t❤❡s✐s✭♦❧s✱ ❤♠✱ r❤s✮
★★ ▲✐♥❡❛r ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st
★★
★★ ❍②♣♦t❤❡s✐s✿
★★ ❡❞✉❝ ✲ ❡①♣❡r ❂ ✵
★★
★★ ▼♦❞❡❧ ✶✿ r❡str✐❝t❡❞ ♠♦❞❡❧
★★ ▼♦❞❡❧ ✷✿ ❧✇❛❣❡ ⑦ ❡❞✉❝ ✰ ❡①♣❡r ✰ t❡♥✉r❡
★★
★★ ❘❡s✳❉❢ ❘❙❙ ❉❢ ❙✉♠ ♦❢ ❙q ❋ Pr✭❃❋✮
★★ ✶ ✺✷✸ ✶✸✷✳✷✺
★★ ✷ ✺✷✷ ✶✵✶✳✹✻ ✶ ✸✵✳✼✾✽ ✶✺✽✳✹✻ ❁ ✷✳✷❡✲✶✻ ✯✯✯
★★ ✲✲✲
★★ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶
❧✐♥❡❛r❍②♣♦t❤❡s✐s✭♦❧s✱ ❤♠✱ r❤s✱ t❡st ❂ ✧❈❤✐sq✧✮ ★ ❈♦♥tr❛st❡ ❛s✐♥t❄t✐❝♦
★★ ▲✐♥❡❛r ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st
★★
★★ ❍②♣♦t❤❡s✐s✿
★★ ❡❞✉❝ ✲ ❡①♣❡r ❂ ✵
★★
★★ ▼♦❞❡❧ ✶✿ r❡str✐❝t❡❞ ♠♦❞❡❧
★★ ▼♦❞❡❧ ✷✿ ❧✇❛❣❡ ⑦ ❡❞✉❝ ✰ ❡①♣❡r ✰ t❡♥✉r❡
★★
★★ ❘❡s✳❉❢ ❘❙❙ ❉❢ ❙✉♠ ♦❢ ❙q ❈❤✐sq Pr✭❃❈❤✐sq✮
★★ ✶ ✺✷✸ ✶✸✷✳✷✺
★★ ✷ ✺✷✷ ✶✵✶✳✹✻ ✶ ✸✵✳✼✾✽ ✶✺✽✳✹✻ ❁ ✷✳✷❡✲✶✻ ✯✯✯
★★ ✲✲✲
★★ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶
❆❧t❡r♥❛t✐✈❛ ✷✿
❧✐♥❡❛r❍②♣♦t❤❡s✐s✭♦❧s✱ ✧❡❞✉❝✲❡①♣❡r❂✵✧✮
★★ ▲✐♥❡❛r ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st
★★
★★ ❍②♣♦t❤❡s✐s✿
★★ ❡❞✉❝ ✲ ❡①♣❡r ❂ ✵
★★
★★ ▼♦❞❡❧ ✶✿ r❡str✐❝t❡❞ ♠♦❞❡❧
★★ ▼♦❞❡❧ ✷✿ ❧✇❛❣❡ ⑦ ❡❞✉❝ ✰ ❡①♣❡r ✰ t❡♥✉r❡
★★
✶✸
★★ ❘❡s✳❉❢ ❘❙❙ ❉❢ ❙✉♠ ♦❢ ❙q ❋ Pr✭❃❋✮
★★ ✶ ✺✷✸ ✶✸✷✳✷✺
★★ ✷ ✺✷✷ ✶✵✶✳✹✻ ✶ ✸✵✳✼✾✽ ✶✺✽✳✹✻ ❁ ✷✳✷❡✲✶✻ ✯✯✯
★★ ✲✲✲
★★ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶
❧✐♥❡❛r❍②♣♦t❤❡s✐s✭♦❧s✱ ✧❡❞✉❝✲❡①♣❡r❂✵✧✱ t❡st ❂ ✧❈❤✐sq✧✮ ★ ❈♦♥tr❛st❡ ❛s✐♥t❄t✐❝♦
★★ ▲✐♥❡❛r ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st
★★
★★ ❍②♣♦t❤❡s✐s✿
★★ ❡❞✉❝ ✲ ❡①♣❡r ❂ ✵
★★
★★ ▼♦❞❡❧ ✶✿ r❡str✐❝t❡❞ ♠♦❞❡❧
★★ ▼♦❞❡❧ ✷✿ ❧✇❛❣❡ ⑦ ❡❞✉❝ ✰ ❡①♣❡r ✰ t❡♥✉r❡
★★
★★ ❘❡s✳❉❢ ❘❙❙ ❉❢ ❙✉♠ ♦❢ ❙q ❈❤✐sq Pr✭❃❈❤✐sq✮
★★ ✶ ✺✷✸ ✶✸✷✳✷✺
★★ ✷ ✺✷✷ ✶✵✶✳✹✻ ✶ ✸✵✳✼✾✽ ✶✺✽✳✹✻ ❁ ✷✳✷❡✲✶✻ ✯✯✯
★★ ✲✲✲
★★ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶
❆❧t❡r♥❛t✐✈❛ ✸✿ ❆◆❖❱❆ ✲ ❝♦♠♣❛r❛❝✐ó♥ ❞❡ ♠♦❞❡❧♦s ❛♥✐❞❛❞♦s
♦❧sr❡s✳❝✷ ❁✲ ❧♠✭❧✇❛❣❡ ⑦ ■✭❡❞✉❝ ✰ ❡①♣❡r✮ ✰ t❡♥✉r❡✱ ❞❛t❛ ❂ ✇❞❛t❛✮
❛♥♦✈❛✭♦❧sr❡s✳❝✷✱ ♦❧s✮
★★ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❱❛r✐❛♥❝❡ ❚❛❜❧❡
★★
★★ ▼♦❞❡❧ ✶✿ ❧✇❛❣❡ ⑦ ■✭❡❞✉❝ ✰ ❡①♣❡r✮ ✰ t❡♥✉r❡
★★ ▼♦❞❡❧ ✷✿ ❧✇❛❣❡ ⑦ ❡❞✉❝ ✰ ❡①♣❡r ✰ t❡♥✉r❡
★★ ❘❡s✳❉❢ ❘❙❙ ❉❢ ❙✉♠ ♦❢ ❙q ❋ Pr✭❃❋✮
★★ ✶ ✺✷✸ ✶✸✷✳✷✺
★★ ✷ ✺✷✷ ✶✵✶✳✹✻ ✶ ✸✵✳✼✾✽ ✶✺✽✳✹✻ ❁ ✷✳✷❡✲✶✻ ✯✯✯
★★ ✲✲✲
★★ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶
✷✳✸ ❈♦♥tr❛st❡ s♦❜r❡ r❡str✐❝❝✐♦♥❡s ❧✐♥❡❛❧❡s ♠ú❧t✐♣❧❡s (J > 1)
❆❧t❡r♥❛t✐✈❛ ✶✿
❤♠ ❁✲ r❜✐♥❞✭❝✭✵✱ ✶✱ ✵✱ ✵✮✱ ❝✭✵✱ ✵✱ ✶✱ ✶✮✮
❤♠
★★ ❬✱✶❪ ❬✱✷❪ ❬✱✸❪ ❬✱✹❪
★★ ❬✶✱❪ ✵ ✶ ✵ ✵
★★ ❬✷✱❪ ✵ ✵ ✶ ✶
✶✹
r❤s ❁✲ ❝✭✵✱ ✶✮
❧✐♥❡❛r❍②♣♦t❤❡s✐s✭♦❧s✱ ❤♠✱ r❤s✮
★★ ▲✐♥❡❛r ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st
★★
★★ ❍②♣♦t❤❡s✐s✿
★★ ❡❞✉❝ ❂ ✵
★★ ❡①♣❡r ✰ t❡♥✉r❡ ❂ ✶
★★
★★ ▼♦❞❡❧ ✶✿ r❡str✐❝t❡❞ ♠♦❞❡❧
★★ ▼♦❞❡❧ ✷✿ ❧✇❛❣❡ ⑦ ❡❞✉❝ ✰ ❡①♣❡r ✰ t❡♥✉r❡
★★
★★ ❘❡s✳❉❢ ❘❙❙ ❉❢ ❙✉♠ ♦❢ ❙q ❋ Pr✭❃❋✮
★★ ✶ ✺✷✹ ✷✻✷✵✼✳✺
★★ ✷ ✺✷✷ ✶✵✶✳✺ ✷ ✷✻✶✵✻ ✻✼✶✺✾ ❁ ✷✳✷❡✲✶✻ ✯✯✯
★★ ✲✲✲
★★ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶
❧✐♥❡❛r❍②♣♦t❤❡s✐s✭♦❧s✱ ❤♠✱ r❤s✱ t❡st ❂ ✧❈❤✐sq✧✮ ★ ❈♦♥tr❛st❡ ❛s✐♥tót✐❝♦
★★ ▲✐♥❡❛r ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st
★★
★★ ❍②♣♦t❤❡s✐s✿
★★ ❡❞✉❝ ❂ ✵
★★ ❡①♣❡r ✰ t❡♥✉r❡ ❂ ✶
★★
★★ ▼♦❞❡❧ ✶✿ r❡str✐❝t❡❞ ♠♦❞❡❧
★★ ▼♦❞❡❧ ✷✿ ❧✇❛❣❡ ⑦ ❡❞✉❝ ✰ ❡①♣❡r ✰ t❡♥✉r❡
★★
★★ ❘❡s✳❉❢ ❘❙❙ ❉❢ ❙✉♠ ♦❢ ❙q ❈❤✐sq Pr✭❃❈❤✐sq✮
★★ ✶ ✺✷✹ ✷✻✷✵✼✳✺
★★ ✷ ✺✷✷ ✶✵✶✳✺ ✷ ✷✻✶✵✻ ✶✸✹✸✶✽ ❁ ✷✳✷❡✲✶✻ ✯✯✯
★★ ✲✲✲
★★ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶
❆❧t❡r♥❛t✐✈❛ ✷✿
❧✐♥❡❛r❍②♣♦t❤❡s✐s✭♦❧s✱ ❝✭✧❡❞✉❝❂✵✧✱ ✧❡①♣❡r✰t❡♥✉r❡❂✶✧✮✮
★★ ▲✐♥❡❛r ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st
★★
★★ ❍②♣♦t❤❡s✐s✿
★★ ❡❞✉❝ ❂ ✵
★★ ❡①♣❡r ✰ t❡♥✉r❡ ❂ ✶
★★
★★ ▼♦❞❡❧ ✶✿ r❡str✐❝t❡❞ ♠♦❞❡❧
★★ ▼♦❞❡❧ ✷✿ ❧✇❛❣❡ ⑦ ❡❞✉❝ ✰ ❡①♣❡r ✰ t❡♥✉r❡
★★
★★ ❘❡s✳❉❢ ❘❙❙ ❉❢ ❙✉♠ ♦❢ ❙q ❋ Pr✭❃❋✮
★★ ✶ ✺✷✹ ✷✻✷✵✼✳✺
✶✺
★★ ✷ ✺✷✷ ✶✵✶✳✺ ✷ ✷✻✶✵✻ ✻✼✶✺✾ ❁ ✷✳✷❡✲✶✻ ✯✯✯
★★ ✲✲✲
★★ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶
❧✐♥❡❛r❍②♣♦t❤❡s✐s✭♦❧s✱ ❝✭✧❡❞✉❝❂✵✧✱ ✧❡①♣❡r✰t❡♥✉r❡❂✶✧✮✱ t❡st ❂ ✧❈❤✐sq✧✮ ★ ❈♦♥tr❛st❡ ❛s✐♥tót✐❝♦
★★ ▲✐♥❡❛r ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st
★★
★★ ❍②♣♦t❤❡s✐s✿
★★ ❡❞✉❝ ❂ ✵
★★ ❡①♣❡r ✰ t❡♥✉r❡ ❂ ✶
★★
★★ ▼♦❞❡❧ ✶✿ r❡str✐❝t❡❞ ♠♦❞❡❧
★★ ▼♦❞❡❧ ✷✿ ❧✇❛❣❡ ⑦ ❡❞✉❝ ✰ ❡①♣❡r ✰ t❡♥✉r❡
★★
★★ ❘❡s✳❉❢ ❘❙❙ ❉❢ ❙✉♠ ♦❢ ❙q ❈❤✐sq Pr✭❃❈❤✐sq✮
★★ ✶ ✺✷✹ ✷✻✷✵✼✳✺
★★ ✷ ✺✷✷ ✶✵✶✳✺ ✷ ✷✻✶✵✻ ✶✸✹✸✶✽ ❁ ✷✳✷❡✲✶✻ ✯✯✯
★★ ✲✲✲
★★ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶
▲❛ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❛ ✸✿ ❆◆❖❱❆ ✲ ❝♦♠♣❛r❛❝✐ó♥ ❞❡ ♠♦❞❡❧♦s ❛♥✐❞❛❞♦s ♥♦ s❡ ♣✉❡❞❡ ❤❛❝❡r ♣♦rq✉❡ ❝❛♠❜✐❛ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡ y ❜❛❥♦ ❧❛ ❤✐♣ót❡s✐s ♥✉❧❛✳
★ ❧♦❣✭✇❛❣❡✮ ❂ ❇✶ ✰ ❇✸✯❡①♣❡r ✰ ✭✶✲❇✸✮✯t❡♥✉r❡ ✰ ✉ ❧♦❣✭✇❛❣❡✮ ❂ ❇✶ ✰ ❇✸✯❬❡①♣❡r✲t❡♥✉r❡❪ ✰ t❡♥✉r❡
★ ✰ ✉ ❧♦❣✭✇❛❣❡✮✲t❡♥✉r❡ ❂ ❇✶ ✰ ❇✸✯❬❡①♣❡r✲t❡♥✉r❡❪ ✰ ✉ ❈♦♠♦ ❝❛♠❜✐❛ ❧❛ ②✱ ♥♦ ♣✉❡❞♦ ❤❛❝❡r❧♦ ❝♦♥
★ ❆◆❖❱❆
②✳tr ❁✲ ✇❞❛t❛✩❧✇❛❣❡ ✲ ✇❞❛t❛✩t❡♥✉r❡
♦❧s✳r❡s ❁✲ ❧♠✭②✳tr ⑦ ■✭❡①♣❡r ✲ t❡♥✉r❡✮✱ ❞❛t❛ ❂ ✇❞❛t❛✮
❛♥♦✈❛✭♦❧s✳r❡s✱ ♦❧s✮
✷✳✹ ❈♦♥tr❛st❡ ❞❡ s✐❣♥✐✜❝❛❝✐ó♥ ❣❧♦❜❛❧ ✭❝♦♥❥✉♥t❛✮
❆❧t❡r♥❛t✐✈❛ ✶✿
❤♠ ❁✲ r❜✐♥❞✭❝✭✵✱ ✶✱ ✵✱ ✵✮✱ ❝✭✵✱ ✵✱ ✶✱ ✵✮✱ ❝✭✵✱ ✵✱ ✵✱ ✶✮✮
r❤s ❁✲ ❝✭✵✱ ✵✱ ✵✮
❧✐♥❡❛r❍②♣♦t❤❡s✐s✭♦❧s✱ ❤♠✱ r❤s✮
★★ ▲✐♥❡❛r ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st
★★
★★ ❍②♣♦t❤❡s✐s✿
★★ ❡❞✉❝ ❂ ✵
★★ ❡①♣❡r ❂ ✵
★★ t❡♥✉r❡ ❂ ✵
★★
★★ ▼♦❞❡❧ ✶✿ r❡str✐❝t❡❞ ♠♦❞❡❧
★★ ▼♦❞❡❧ ✷✿ ❧✇❛❣❡ ⑦ ❡❞✉❝ ✰ ❡①♣❡r ✰ t❡♥✉r❡
✶✻
★★
★★ ❘❡s✳❉❢ ❘❙❙ ❉❢ ❙✉♠ ♦❢ ❙q ❋ Pr✭❃❋✮
★★ ✶ ✺✷✺ ✶✹✽✳✸✸
★★ ✷ ✺✷✷ ✶✵✶✳✹✻ ✸ ✹✻✳✽✼✹ ✽✵✳✸✾✶ ❁ ✷✳✷❡✲✶✻ ✯✯✯
★★ ✲✲✲
★★ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶
❧✐♥❡❛r❍②♣♦t❤❡s✐s✭♦❧s✱ ❤♠✱ r❤s✱ t❡st ❂ ✧❈❤✐sq✧✮ ★ ❈♦♥tr❛st❡ ❛s✐♥tót✐❝♦
★★ ▲✐♥❡❛r ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st
★★
★★ ❍②♣♦t❤❡s✐s✿
★★ ❡❞✉❝ ❂ ✵
★★ ❡①♣❡r ❂ ✵
★★ t❡♥✉r❡ ❂ ✵
★★
★★ ▼♦❞❡❧ ✶✿ r❡str✐❝t❡❞ ♠♦❞❡❧
★★ ▼♦❞❡❧ ✷✿ ❧✇❛❣❡ ⑦ ❡❞✉❝ ✰ ❡①♣❡r ✰ t❡♥✉r❡
★★
★★ ❘❡s✳❉❢ ❘❙❙ ❉❢ ❙✉♠ ♦❢ ❙q ❈❤✐sq Pr✭❃❈❤✐sq✮
★★ ✶ ✺✷✺ ✶✹✽✳✸✸
★★ ✷ ✺✷✷ ✶✵✶✳✹✻ ✸ ✹✻✳✽✼✹ ✷✹✶✳✶✼ ❁ ✷✳✷❡✲✶✻ ✯✯✯
★★ ✲✲✲




★★ ❬✶❪ ✧✭■♥t❡r❝❡♣t✮✧ ✧❡❞✉❝✧ ✧❡①♣❡r✧ ✧t❡♥✉r❡✧
❧✐♥❡❛r❍②♣♦t❤❡s✐s✭♦❧s✱ ❝♦❡❢s❬✲✶❪✮
★★ ▲✐♥❡❛r ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st
★★
★★ ❍②♣♦t❤❡s✐s✿
★★ ❡❞✉❝ ❂ ✵
★★ ❡①♣❡r ❂ ✵
★★ t❡♥✉r❡ ❂ ✵
★★
★★ ▼♦❞❡❧ ✶✿ r❡str✐❝t❡❞ ♠♦❞❡❧
★★ ▼♦❞❡❧ ✷✿ ❧✇❛❣❡ ⑦ ❡❞✉❝ ✰ ❡①♣❡r ✰ t❡♥✉r❡
★★
★★ ❘❡s✳❉❢ ❘❙❙ ❉❢ ❙✉♠ ♦❢ ❙q ❋ Pr✭❃❋✮
★★ ✶ ✺✷✺ ✶✹✽✳✸✸
★★ ✷ ✺✷✷ ✶✵✶✳✹✻ ✸ ✹✻✳✽✼✹ ✽✵✳✸✾✶ ❁ ✷✳✷❡✲✶✻ ✯✯✯
★★ ✲✲✲
★★ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶
✶✼
❧✐♥❡❛r❍②♣♦t❤❡s✐s✭♦❧s✱ ❝♦❡❢s❬✲✶❪✱ t❡st ❂ ✧❈❤✐sq✧✮ ★ ❈♦♥tr❛st❡ ❛s✐♥tót✐❝♦
★★ ▲✐♥❡❛r ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st
★★
★★ ❍②♣♦t❤❡s✐s✿
★★ ❡❞✉❝ ❂ ✵
★★ ❡①♣❡r ❂ ✵
★★ t❡♥✉r❡ ❂ ✵
★★
★★ ▼♦❞❡❧ ✶✿ r❡str✐❝t❡❞ ♠♦❞❡❧
★★ ▼♦❞❡❧ ✷✿ ❧✇❛❣❡ ⑦ ❡❞✉❝ ✰ ❡①♣❡r ✰ t❡♥✉r❡
★★
★★ ❘❡s✳❉❢ ❘❙❙ ❉❢ ❙✉♠ ♦❢ ❙q ❈❤✐sq Pr✭❃❈❤✐sq✮
★★ ✶ ✺✷✺ ✶✹✽✳✸✸
★★ ✷ ✺✷✷ ✶✵✶✳✹✻ ✸ ✹✻✳✽✼✹ ✷✹✶✳✶✼ ❁ ✷✳✷❡✲✶✻ ✯✯✯
★★ ✲✲✲
★★ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶
❆❧t❡r♥❛t✐✈❛ ✸✿ ❆◆❖❱❆ ✲ ❝♦♠♣❛r❛❝✐ó♥ ❞❡ ♠♦❞❡❧♦s ❛♥✐❞❛❞♦s
★ ❊❧ t❡st ❋ ❞❡ ❜♦♥❞❛❞ ❞❡ ❛❥✉st❡ s❡ ♦❜t✐❡♥❡ ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❛ ❞❡ ❆♥♦✈❛
♦❧sr❡s✳❝✹ ❁✲ ❧♠✭❧✇❛❣❡ ⑦ ✶✱ ❞❛t❛ ❂ ✇❞❛t❛✮
❛♥♦✈❛✭♦❧sr❡s✳❝✹✱ ♦❧s✮
★★ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❱❛r✐❛♥❝❡ ❚❛❜❧❡
★★
★★ ▼♦❞❡❧ ✶✿ ❧✇❛❣❡ ⑦ ✶
★★ ▼♦❞❡❧ ✷✿ ❧✇❛❣❡ ⑦ ❡❞✉❝ ✰ ❡①♣❡r ✰ t❡♥✉r❡
★★ ❘❡s✳❉❢ ❘❙❙ ❉❢ ❙✉♠ ♦❢ ❙q ❋ Pr✭❃❋✮
★★ ✶ ✺✷✺ ✶✹✽✳✸✸
★★ ✷ ✺✷✷ ✶✵✶✳✹✻ ✸ ✹✻✳✽✼✹ ✽✵✳✸✾✶ ❁ ✷✳✷❡✲✶✻ ✯✯✯
★★ ✲✲✲
★★ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶
✸ Pr❡❞✐❝❝✐ó♥ ♣✉♥t✉❛❧ ② ♣♦r ✐♥t❡r✈❛❧♦
Pr❡❞✐❝❝✐ó♥ ♣♦r ✐♥t❡r✈❛❧♦ ✭♣✉♥t✉❛❧✮ ✉s❛♥❞♦ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ♣r❡❞✐❝t✿
★ ❱❛❧♦r❡s ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❛❞♦s ♣r❡❞✐❝t✭✮✿ ❧❡✈❡❂✵✳✾✺ ✭✾✺✪✮❀ s❡✳❢✐t❂❋❆▲❙❊ ✭♥♦ r❡♣♦rt❛ ❡rr♦r❡s
★ ❡stá♥❞❛r✮ Pr❡❞✐❝❝✐ó♥ ♣♦r ✐♥t❡r✈❛❧♦ ✭♣✉♥t✉❛❧✮
②♥❡✇✳♣♦✐♥t ❁✲ ♣r❡❞✐❝t✭♦❧s✱ ♥❡✇❞❛t❛ ❂ ❞❛t❛✳❢r❛♠❡✭❡❞✉❝ ❂ ✽✱ ❡①♣❡r ❂ ✷✱ t❡♥✉r❡ ❂ ✵✮✱ s❡✳❢✐t ❂ ❚❘❯❊✱
✐♥t❡r✈❛❧ ❂ ✧♣r❡❞✐❝t✐♦♥✧✱ ❧❡✈❡❧ ❂ ✵✳✾✺✮
Pr❡❞✐❝❝✐ó♥ ♣♦r ✐♥t❡r✈❛❧♦ ✭♠❡❞✐❛✮ ✉s❛♥❞♦ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ♣r❡❞✐❝t✿
★ Pr❡❞✐❝❝✐ó♥ ♣♦r ✐♥t❡r✈❛❧♦ ✭♠❡❞✐❛✮
②♥❡✇✳♠❡❛♥ ❁✲ ♣r❡❞✐❝t✭♦❧s✱ ♥❡✇❞❛t❛ ❂ ❞❛t❛✳❢r❛♠❡✭❡❞✉❝ ❂ ✽✱ ❡①♣❡r ❂ ✷✱ t❡♥✉r❡ ❂ ✵✮✱ ✐♥t❡r✈❛❧ ❂ ✧❝♦♥❢✐❞❡♥❝❡✧✮
✶✽
❈á❧❝✉❧♦ ♠❛♥✉❛❧ ❞❡ ❧❛ ♣r❡❞✐❝❝✐ó♥ ♣♦r ✐♥t❡r✈❛❧♦ ♣✉♥t✉❛❧ ② ♠❡❞✐❛✿
❳♥❡✇ ❁✲ ❝✭❝t❡ ❂ ✶✱ ❡❞✉❝ ❂ ✽✱ ❡①♣❡r ❂ ✷✱ t❡♥✉r❡ ❂ ✵✮
②♥❡✇ ❁✲ t✭❳♥❡✇✮ ✪✯✪ ❜ ★ ②♥❡✇✳❤❛t ❁✲ ✭❳♥❡✇✮✬❜
❝✈❛❧ ❁✲ qt✭✶ ✲ ❛❧♣❤❛✴✷✱ ❞❢✮
❝✈❛❧✳❛s② ❁✲ q♥♦r♠✭✶ ✲ ❛❧♣❤❛✴✷✮
❱❜❴♥❡✇ ❁✲ t✭❳♥❡✇✮ ✪✯✪ ❱❴❜ ✪✯✪ ❳♥❡✇
s❡✳♠❡❛♥ ❁✲ sqrt✭❱❜❴♥❡✇✮
★ ❊rr♦r ❡stá♥❞❛r ❞❡ ❧❛ ♣r❡❞✐❝❝✐ó♥✿ s❡✭❡rr♦r✳♣r❡❞✳♠❡❞✐❛✮❂ ❬✈❛r✭②♥❡✇✳❤❛t✮❪❫✭✶✴✷✮
s❡✳♣♦✐♥t ❁✲ sqrt✭❱❜❴♥❡✇ ✰ s✷✮
★ ❊rr♦r ❡stá♥❞❛r ❞❡ ❧❛ ♣r❡❞✐❝❝✐ó♥✿ s❡✭❡rr♦r✳♣r❡❞✳♣✉♥t✉❛❧✮❂ ❬✈❛r✭②♥❡✇✳❤❛t✮ ✰ s✷❪❫✭✶✴✷✮
▲❝✐✳♣♦✐♥t ❁✲ ②♥❡✇ ✲ ❝✈❛❧ ✯ s❡✳♣♦✐♥t
❯❝✐✳♣♦✐♥t ❁✲ ②♥❡✇ ✰ ❝✈❛❧ ✯ s❡✳♣♦✐♥t
❝✐✳♣♦✐♥t ❁✲ ❝❜✐♥❞✭▲❝✐✳♣♦✐♥t✱ ❯❝✐✳♣♦✐♥t✮
▲❝✐✳♣♦✐♥t✳❛s② ❁✲ ②♥❡✇ ✲ ❝✈❛❧✳❛s② ✯ s❡✳♣♦✐♥t
❯❝✐✳♣♦✐♥t✳❛s② ❁✲ ②♥❡✇ ✰ ❝✈❛❧✳❛s② ✯ s❡✳♣♦✐♥t
❝✐✳♣♦✐♥t✳❛s② ❁✲ ❝❜✐♥❞✭▲❝✐✳♣♦✐♥t✳❛s②✱ ❯❝✐✳♣♦✐♥t✳❛s②✮
▲❝✐✳♠❡❛♥ ❁✲ ②♥❡✇ ✲ ❝✈❛❧ ✯ s❡✳♠❡❛♥
❯❝✐✳♠❡❛♥ ❁✲ ②♥❡✇ ✰ ❝✈❛❧ ✯ s❡✳♠❡❛♥
❝✐✳♠❡❛♥ ❁✲ ❝❜✐♥❞✭▲❝✐✳♠❡❛♥✱ ❯❝✐✳♠❡❛♥✮
▲❝✐✳♠❡❛♥✳❛s② ❁✲ ②♥❡✇ ✲ ❝✈❛❧✳❛s② ✯ s❡✳♠❡❛♥
❯❝✐✳♠❡❛♥✳❛s② ❁✲ ②♥❡✇ ✰ ❝✈❛❧✳❛s② ✯ s❡✳♠❡❛♥
❝✐✳♠❡❛♥✳❛s② ❁✲ ❝❜✐♥❞✭▲❝✐✳♠❡❛♥✳❛s②✱ ❯❝✐✳♠❡❛♥✳❛s②✮
♣r✐♥t✭❧✐st✭✧Pr❡❞✐❝❝✐ó♥✿ ✧✱ r♦✉♥❞✭②♥❡✇✱ ✺✮✮✮
★★ ❬❬✶❪❪





♣❛st❡✭✧❊rr♦r ❡stá♥❞❛r ❞❡ ❧❛ ♣r❡❞✐❝❝✐ó♥ ♣✉♥t✉❛❧✿ ✧✱ r♦✉♥❞✭s❡✳♣♦✐♥t✱ ✺✮✮
★★ ❬✶❪ ✧❊rr♦r ❡stá♥❞❛r ❞❡ ❧❛ ♣r❡❞✐❝❝✐ó♥ ♣✉♥t✉❛❧✿ ✵✳✹✹✸✺✾✧
♣❛st❡✭✧❊rr♦r ❡stá♥❞❛r ❞❡ ❧❛ ♣r❡❞✐❝❝✐ó♥ ♠❡❞✐❛✿ ✧✱ r♦✉♥❞✭s❡✳♠❡❛♥✱ ✺✮✮
★★ ❬✶❪ ✧❊rr♦r ❡stá♥❞❛r ❞❡ ❧❛ ♣r❡❞✐❝❝✐ó♥ ♠❡❞✐❛✿ ✵✳✵✹✾✶✻✧
♣r✐♥t✭❧✐st✭✧Pr❡❞✐❝❝✐ó♥ ♣♦r ✐♥t❡r✈❛❧♦ ✭♣✉♥t✉❛❧✮✿ ✧✱ r♦✉♥❞✭❝✐✳♣♦✐♥t✱ ✺✮✮✮
★★ ❬❬✶❪❪
✶✾




★★ ❬✶✱❪ ✵✳✶✺✼✸✽ ✶✳✾✵✵✷✽
♣r✐♥t✭❧✐st✭✧Pr❡❞✐❝❝✐ó♥ ♣♦r ✐♥t❡r✈❛❧♦ ✭♣✉♥t✉❛❧✮ ✲ ❛s✐♥tót✐❝♦✿ ✧✱ r♦✉♥❞✭❝✐✳♣♦✐♥t✳❛s②✱ ✺✮✮✮
★★ ❬❬✶❪❪




★★ ❬✶✱❪ ✵✳✶✺✾✹ ✶✳✽✾✽✷✻
♣r✐♥t✭❧✐st✭✧Pr❡❞✐❝❝✐ó♥ ♣♦r ✐♥t❡r✈❛❧♦ ✭♠❡❞✐❛✮✿ ✧✱ r♦✉♥❞✭❝✐✳♠❡❛♥✱ ✺✮✮✮
★★ ❬❬✶❪❪




★★ ❬✶✱❪ ✵✳✾✸✷✷✺ ✶✳✶✷✺✹✷
♣r✐♥t✭❧✐st✭✧Pr❡❞✐❝❝✐ó♥ ♣♦r ✐♥t❡r✈❛❧♦ ✭♠❡❞✐❛✮ ✲ ❛s✐♥tót✐❝♦✿ ✧✱ r♦✉♥❞✭❝✐✳♠❡❛♥✳❛s②✱ ✺✮✮✮
★★ ❬❬✶❪❪




★★ ❬✶✱❪ ✵✳✾✸✷✹✼ ✶✳✶✷✺✶✾
✷✵
❈❛♣ít✉❧♦ ✶✿ ▼♦❞❡❧♦ ▲✐♥❡❛❧ ●❡♥❡r❛❧
❚❡♠❛ ✶✳✹✿ ❱❛r✐❛❜❧❡s ❝✉❛❧✐t❛t✐✈❛s
➞✷✵✷✵ ▲♦r❡♥③♦ ❊s❝♦t ▼❛♥❣❛s ✫ ❆❧✐❝✐❛ Pér❡③ ❆❧♦♥s♦
▼ét♦❞♦s ❊❝♦♥♦♠étr✐❝♦s ❡♥ ❊❝♦♥♦♠í❛ ② ❋✐♥❛♥③❛s
❉♣t♦✳ ❊❝♦♥♦♠í❛ ❆♣❧✐❝❛❞❛✱ Pú❜❧✐❝❛ ② P♦❧ít✐❝❛
❋❛❝✉❧t❛❞ ❊st✉❞✐♦s ❊st❛❞íst✐❝♦s ✲ ❯♥✐✈❡rs✐❞❛❞ ❈♦♠♣❧✉t❡♥s❡ ❞❡ ▼❛❞r✐❞
✶ ❊s♣❡❝✐✜❝❛❝✐ó♥ ② ❡st✐♠❛❝✐ó♥ ▼❈❖✿ ✉t✐❧✐③❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ✐♥❞✐✲
❝❛❞♦r I()̇
❈❛r❣❛♠♦s ❧♦s ♣❛q✉❡t❡s ✭♣r❡✈✐❛♠❡♥t❡ ✐♥st❛❧❛❞♦s ❡♥ ❘✱ ❜❛st❛ ❤❛❝❡r❧♦ s♦❧♦ ✉♥❛ ✈❡③✮ q✉❡ ✈❛♠♦s ❛ ✉s❛r ✉t✐❧✐③❛♥❞♦
❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❧✐❜r❛r②✿
❧✐❜r❛r②✭✇♦♦❧❞r✐❞❣❡✮ ★ ❉❛t♦s ❡①tr❛í❞♦s ❞❡❧ ❧✐❜r♦ ❞❡ ❲♦♦❧❞r✐❞❣❡
❧✐❜r❛r②✭❆❊❘✮ ★ ❉❛t♦s
❧✐❜r❛r②✭st❛r❣❛③❡r✮ ★ P❛r❛ ❤❛❝❡r t❛❜❧❛s ❛ ❧❛ ❤♦r❛ ❞❡ ✐♠♣r✐♠✐r r❡s✉❧t❛❞♦s
❧✐❜r❛r②✭❝❛r✮ ★ ❧✐♥❡❛r❍②♣♦t❤❡s✐s✿ ❈♦♥tr❛st❡s ❞❡ ❤✐♣ót❡s✐s ❧✐♥❡❛❧❡s
❧✐❜r❛r②✭❞✉♠♠✐❡s✮
▲❡❝t✉r❛ ❞❡ ❧♦s ❞❛t♦s✳
❧✐❜r❛r②✭✇♦♦❧❞r✐❞❣❡✮ ★ ❉❛t♦s ❡①tr❛í❞♦s ❞❡❧ ❧✐❜r♦ ❞❡ ❲♦♦❧❞r✐❞❣❡
❞❛t❛✭✇❛❣❡✶✮
str✭✇❛❣❡✶✮
★★ ✬❞❛t❛✳❢r❛♠❡✬✿ ✺✷✻ ♦❜s✳ ♦❢ ✷✹ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿
★★ ✩ ✇❛❣❡ ✿ ♥✉♠ ✸✳✶ ✸✳✷✹ ✸ ✻ ✺✳✸ ✳✳✳
★★ ✩ ❡❞✉❝ ✿ ✐♥t ✶✶ ✶✷ ✶✶ ✽ ✶✷ ✶✻ ✶✽ ✶✷ ✶✷ ✶✼ ✳✳✳
★★ ✩ ❡①♣❡r ✿ ✐♥t ✷ ✷✷ ✷ ✹✹ ✼ ✾ ✶✺ ✺ ✷✻ ✷✷ ✳✳✳
★★ ✩ t❡♥✉r❡ ✿ ✐♥t ✵ ✷ ✵ ✷✽ ✷ ✽ ✼ ✸ ✹ ✷✶ ✳✳✳
★★ ✩ ♥♦♥✇❤✐t❡✿ ✐♥t ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✳✳✳
★★ ✩ ❢❡♠❛❧❡ ✿ ✐♥t ✶ ✶ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✶ ✶ ✵ ✳✳✳
★★ ✩ ♠❛rr✐❡❞ ✿ ✐♥t ✵ ✶ ✵ ✶ ✶ ✶ ✵ ✵ ✵ ✶ ✳✳✳
★★ ✩ ♥✉♠❞❡♣ ✿ ✐♥t ✷ ✸ ✷ ✵ ✶ ✵ ✵ ✵ ✷ ✵ ✳✳✳
★★ ✩ s♠s❛ ✿ ✐♥t ✶ ✶ ✵ ✶ ✵ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✳✳✳
★★ ✩ ♥♦rt❤❝❡♥✿ ✐♥t ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✳✳✳
★★ ✩ s♦✉t❤ ✿ ✐♥t ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✳✳✳
★★ ✩ ✇❡st ✿ ✐♥t ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✳✳✳
★★ ✩ ❝♦♥str✉❝✿ ✐♥t ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✳✳✳
✶
★★ ✩ ♥❞✉r♠❛♥ ✿ ✐♥t ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✳✳✳
★★ ✩ tr❝♦♠♠♣✉✿ ✐♥t ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✳✳✳
★★ ✩ tr❛❞❡ ✿ ✐♥t ✵ ✵ ✶ ✵ ✵ ✵ ✶ ✵ ✶ ✵ ✳✳✳
★★ ✩ s❡r✈✐❝❡s✿ ✐♥t ✵ ✶ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✳✳✳
★★ ✩ ♣r♦❢s❡r✈✿ ✐♥t ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✶ ✵ ✵ ✵ ✵ ✳✳✳
★★ ✩ ♣r♦❢♦❝❝ ✿ ✐♥t ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✳✳✳
★★ ✩ ❝❧❡r♦❝❝ ✿ ✐♥t ✵ ✵ ✵ ✶ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✳✳✳
★★ ✩ s❡r✈♦❝❝ ✿ ✐♥t ✵ ✶ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✳✳✳
★★ ✩ ❧✇❛❣❡ ✿ ♥✉♠ ✶✳✶✸ ✶✳✶✽ ✶✳✶ ✶✳✼✾ ✶✳✻✼ ✳✳✳
★★ ✩ ❡①♣❡rsq ✿ ✐♥t ✹ ✹✽✹ ✹ ✶✾✸✻ ✹✾ ✽✶ ✷✷✺ ✷✺ ✻✼✻ ✹✽✹ ✳✳✳
★★ ✩ t❡♥✉rsq ✿ ✐♥t ✵ ✹ ✵ ✼✽✹ ✹ ✻✹ ✹✾ ✾ ✶✻ ✹✹✶ ✳✳✳
★★ ✲ ❛ttr✭✯✱ ✧t✐♠❡✳st❛♠♣✧✮❂ ❝❤r ✧✷✺ ❏✉♥ ✷✵✶✶ ✷✸✿✵✸✧
❛ttr✭✇❛❣❡✶✱ ✧✈❛r✳❧❛❜❡❧s✧✮
★★ ◆❯▲▲
★ ✇❛❣❡✶✳❧❛❜❡❧s ❁✲ ❛s✳❞❛t❛✳❢r❛♠❡✭❛ttr✭✇❛❣❡✶✱ ✬✈❛r✳❧❛❜❡❧s✬✮✮ ❙✐ q✉✐❡r♦ ❛❧♠❛❝❡♥❛r ❧❛s
★ ❡t✐q✉❡t❛s ❡♥ ✉♥ ❞❛t❛ ❢r❛♠❡
❞✐♠✭✇❛❣❡✶✮
★★ ❬✶❪ ✺✷✻ ✷✹
❊s♣❡❝✐✜❝♦ ❡❧ s✐❣✉✐❡♥t❡ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ r❡❣r❡s✐ó♥ ♣❛r❛ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ❞❡ s❛❧❛r✐♦s✿
log(wage)i = β1 + β2educi + β3experi + β4exper
2
i + β5tenurei ++β6tenure
i
i + ui, i = 1, . . . , n
P❛rá♠❡tr♦s✿ θ = (β = (β1, β2, β3, β4, β5, β6)
′, σ2)′
★ ■✭❆❫✷✮✿ ❚r❛♥s❢♦r♠❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡♥tr♦ ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ✐♥❞✐❝❛❞♦r ❆✿❇ ♣❛r❛
★ ✐♥t❡r❛❝✐♦♥❡s✱ ❛✯❜




★★ ❧♠✭❢♦r♠✉❧❛ ❂ ■✭❧♦❣✭✇❛❣❡✮✮ ⑦ ❡❞✉❝ ✰ ❡①♣❡r ✰ ■✭❡①♣❡r❫✷✮ ✰ t❡♥✉r❡ ✰
★★ ■✭t❡♥✉r❡❫✷✮✱ ❞❛t❛ ❂ ✇❛❣❡✶✮
★★
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧s✿
★★ ▼✐♥ ✶◗ ▼❡❞✐❛♥ ✸◗ ▼❛①
★★ ✲✶✳✾✻✾✽✹ ✲✵✳✷✺✸✶✸ ✲✵✳✵✸✷✵✹ ✵✳✷✼✶✹✶ ✶✳✷✽✸✵✷
★★
★★ ❈♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts✿
★★ ❊st✐♠❛t❡ ❙t❞✳ ❊rr♦r t ✈❛❧✉❡ Pr✭❃⑤t⑤✮
★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✵✳✷✵✶✺✼✶✻ ✵✳✶✵✶✹✻✾✼ ✶✳✾✽✼ ✵✳✵✹✼✺ ✯
★★ ❡❞✉❝ ✵✳✵✽✹✺✷✺✽ ✵✳✵✵✼✶✻✶✹ ✶✶✳✽✵✸ ❁ ✷❡✲✶✻ ✯✯✯
★★ ❡①♣❡r ✵✳✵✷✾✸✵✶✵ ✵✳✵✵✺✷✽✽✺ ✺✳✺✹✵ ✹✳✽✵❡✲✵✽ ✯✯✯
★★ ■✭❡①♣❡r❫✷✮ ✲✵✳✵✵✵✺✾✶✽ ✵✳✵✵✵✶✶✹✶ ✲✺✳✶✽✾ ✸✳✵✹❡✲✵✼ ✯✯✯
✷
★★ t❡♥✉r❡ ✵✳✵✸✼✶✷✷✷ ✵✳✵✵✼✷✹✸✷ ✺✳✶✷✺ ✹✳✷✵❡✲✵✼ ✯✯✯
★★ ■✭t❡♥✉r❡❫✷✮ ✲✵✳✵✵✵✻✶✺✻ ✵✳✵✵✵✷✹✾✺ ✲✷✳✹✻✽ ✵✳✵✶✸✾ ✯
★★ ✲✲✲
★★ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶
★★
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦r✿ ✵✳✹✷✺ ♦♥ ✺✷✵ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠
★★ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✸✻✻✾✱❆❞❥✉st❡❞ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✸✻✵✽
★★ ❋✲st❛t✐st✐❝✿ ✻✵✳✷✻ ♦♥ ✺ ❛♥❞ ✺✷✵ ❉❋✱ ♣✲✈❛❧✉❡✿ ❁ ✷✳✷❡✲✶✻




★★ ❧♠✭❢♦r♠✉❧❛ ❂ ❧✇❛❣❡ ⑦ ❡❞✉❝ ✰ ❡①♣❡r ✰ ❡①♣❡rsq ✰ t❡♥✉r❡ ✰ t❡♥✉rsq✱
★★ ❞❛t❛ ❂ ✇❛❣❡✶✮
★★
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧s✿
★★ ▼✐♥ ✶◗ ▼❡❞✐❛♥ ✸◗ ▼❛①
★★ ✲✶✳✾✻✾✽✹ ✲✵✳✷✺✸✶✸ ✲✵✳✵✸✷✵✹ ✵✳✷✼✶✹✶ ✶✳✷✽✸✵✷
★★
★★ ❈♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts✿
★★ ❊st✐♠❛t❡ ❙t❞✳ ❊rr♦r t ✈❛❧✉❡ Pr✭❃⑤t⑤✮
★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✵✳✷✵✶✺✼✶✺ ✵✳✶✵✶✹✻✾✼ ✶✳✾✽✼ ✵✳✵✹✼✺ ✯
★★ ❡❞✉❝ ✵✳✵✽✹✺✷✺✽ ✵✳✵✵✼✶✻✶✹ ✶✶✳✽✵✸ ❁ ✷❡✲✶✻ ✯✯✯
★★ ❡①♣❡r ✵✳✵✷✾✸✵✶✵ ✵✳✵✵✺✷✽✽✺ ✺✳✺✹✵ ✹✳✽✵❡✲✵✽ ✯✯✯
★★ ❡①♣❡rsq ✲✵✳✵✵✵✺✾✶✽ ✵✳✵✵✵✶✶✹✶ ✲✺✳✶✽✾ ✸✳✵✹❡✲✵✼ ✯✯✯
★★ t❡♥✉r❡ ✵✳✵✸✼✶✷✷✷ ✵✳✵✵✼✷✹✸✷ ✺✳✶✷✺ ✹✳✷✵❡✲✵✼ ✯✯✯
★★ t❡♥✉rsq ✲✵✳✵✵✵✻✶✺✻ ✵✳✵✵✵✷✹✾✺ ✲✷✳✹✻✽ ✵✳✵✶✸✾ ✯
★★ ✲✲✲
★★ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶
★★
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦r✿ ✵✳✹✷✺ ♦♥ ✺✷✵ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠
★★ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✸✻✻✾✱❆❞❥✉st❡❞ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✸✻✵✽
★★ ❋✲st❛t✐st✐❝✿ ✻✵✳✷✻ ♦♥ ✺ ❛♥❞ ✺✷✵ ❉❋✱ ♣✲✈❛❧✉❡✿ ❁ ✷✳✷❡✲✶✻
❜✳♦❧s ❁✲ ♦❧s✩❝♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts ★ ❊st✐♠❛❞♦r ▼❈❖ ❜
②❤❛t✳♦❧s ❁✲ ♦❧s✩❢✐tt❡❞✳✈❛❧✉❡s ★ ②❛❥✉st❛❞♦ ❂ ❳✬❜
✉✳♦❧s ❁✲ ♦❧s✩r❡s✐❞✉❛❧s ★ ❘❡s✐❞✉♦s✿ ✉ ❂ ② ✲ ②❛❥✉st❛❞♦
❞❢✳♦❧s ❁✲ ♦❧s✩❞❢✳r❡s✐❞✉❛❧ ★ ●r❛❞♦s ❞❡ ❧✐❜❡rt❛❞✿ ♥✲❦
♣r✐♥t✭❜✳♦❧s✮
★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ❡❞✉❝ ❡①♣❡r ■✭❡①♣❡r❫✷✮ t❡♥✉r❡ ■✭t❡♥✉r❡❫✷✮
★★ ✵✳✷✵✶✺✼✶✺✻✶✶ ✵✳✵✽✹✺✷✺✽✶✾✷ ✵✳✵✷✾✸✵✶✵✶✷✵ ✲✵✳✵✵✵✺✾✶✽✵✼✶ ✵✳✵✸✼✶✷✷✷✸✼✺ ✲✵✳✵✵✵✻✶✺✺✽✵✺
❤❡❛❞✭❝❜✐♥❞✭✇❛❣❡✶✩❧✇❛❣❡✱ ②❤❛t✳♦❧s✱ ✉✳♦❧s✮✮
★★ ②❤❛t✳♦❧s ✉✳♦❧s
★★ ✶ ✶✳✶✸✶✹✵✷ ✶✳✶✽✼✺✾✵ ✲✵✳✵✺✻✶✽✽✷✾
✸
★★ ✷ ✶✳✶✼✺✺✼✸ ✶✳✻✹✺✽✺✶ ✲✵✳✹✼✵✷✼✼✽✷
★★ ✸ ✶✳✵✾✽✻✶✷ ✶✳✶✽✼✺✾✵ ✲✵✳✵✽✽✾✼✽✵✽
★★ ✹ ✶✳✼✾✶✼✺✾ ✶✳✺✼✽✵✾✷ ✵✳✷✶✸✻✻✼✾✸
★★ ✺ ✶✳✻✻✼✼✵✼ ✶✳✹✻✸✼✼✷ ✵✳✷✵✸✾✸✹✼✽
★★ ✻ ✷✳✶✻✾✵✺✹ ✷✳✵✷✼✸✸✽ ✵✳✶✹✶✼✶✺✺✻
♣r✐♥t✭❞❢✳♦❧s✮
★★ ❬✶❪ ✺✷✵
●✉❛r❞❛♠♦s ❧♦s r❡s✉❧t❛❞♦s ❡♥ ✉♥❛ t❛❜❧❛✳




























★★ ❆❞❥✉st❡❞ ❘✷ ✵✳✸✻✶
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧ ❙t❞✳ ❊rr♦r ✵✳✹✷✺ ✭❞❢ ❂ ✺✷✵✮
★★ ❋ ❙t❛t✐st✐❝ ✻✵✳✷✻✺✯✯✯ ✭❞❢ ❂ ✺❀ ✺✷✵✮
★★ ❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂
★★ ◆♦t❡✿ ✯♣❁✵✳✶❀ ✯✯♣❁✵✳✵✺❀ ✯✯✯♣❁✵✳✵✶
❖✉t♣✉t ❞❡ ❧❛ ❡st✐♠❛❝✐ó♥ ▼❈❖✳
✹









★★ ❊st✐♠❛t❡ ❙t❞✳ ❊rr♦r t ✈❛❧✉❡ Pr✭❃⑤t⑤✮
★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✵✳✷✵✶✺✼✶✺✻✶✶ ✵✳✶✵✶✹✻✾✻✽✹✸ ✶✳✾✽✻✺✷✵ ✹✳✼✺✵✵✵✺❡✲✵✷
★★ ❡❞✉❝ ✵✳✵✽✹✺✷✺✽✶✾✷ ✵✳✵✵✼✶✻✶✸✾✺✼ ✶✶✳✽✵✷✾✽✶ ✶✳✶✾✵✹✽✼❡✲✷✽
★★ ❡①♣❡r ✵✳✵✷✾✸✵✶✵✶✷✵ ✵✳✵✵✺✷✽✽✺✹✵✽ ✺✳✺✹✵✹✼✷ ✹✳✼✾✽✽✷✸❡✲✵✽
★★ ■✭❡①♣❡r❫✷✮ ✲✵✳✵✵✵✺✾✶✽✵✼✶ ✵✳✵✵✵✶✶✹✵✺✶✸ ✲✺✳✶✽✽✾✺✹ ✸✳✵✸✻✼✹✻❡✲✵✼
★★ t❡♥✉r❡ ✵✳✵✸✼✶✷✷✷✸✼✺ ✵✳✵✵✼✷✹✸✶✽✽✽ ✺✳✶✷✺✶✷✹ ✹✳✶✾✾✸✺✶❡✲✵✼




★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ❡❞✉❝ ❡①♣❡r ■✭❡①♣❡r❫✷✮ t❡♥✉r❡
★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✶✳✵✷✾✻✶✵❡✲✵✷ ✲✻✳✻✷✵✹✽✺❡✲✵✹ ✲✶✳✺✶✺✻✾✷❡✲✵✹ ✶✳✻✷✽✽✻✵❡✲✵✻ ✸✳✽✼✽✼✷✶❡✲✵✺
★★ ❡❞✉❝ ✲✻✳✻✷✵✹✽✺❡✲✵✹ ✺✳✶✷✽✺✺✾❡✲✵✺ ✲✶✳✷✶✹✽✽✸❡✲✵✻ ✶✳✶✹✸✻✻✵❡✲✵✼ ✲✹✳✸✺✶✺✸✼❡✲✵✻
★★ ❡①♣❡r ✲✶✳✺✶✺✻✾✷❡✲✵✹ ✲✶✳✷✶✹✽✽✸❡✲✵✻ ✷✳✼✾✻✽✻✻❡✲✵✺ ✲✺✳✼✷✵✽✼✺❡✲✵✼ ✲✶✳✷✾✾✺✽✾❡✲✵✺
★★ ■✭❡①♣❡r❫✷✮ ✶✳✻✷✽✽✻✵❡✲✵✻ ✶✳✶✹✸✻✻✵❡✲✵✼ ✲✺✳✼✷✵✽✼✺❡✲✵✼ ✶✳✸✵✵✼✼✶❡✲✵✽ ✷✳✵✻✻✼✼✹❡✲✵✼
★★ t❡♥✉r❡ ✸✳✽✼✽✼✷✶❡✲✵✺ ✲✹✳✸✺✶✺✸✼❡✲✵✻ ✲✶✳✷✾✾✺✽✾❡✲✵✺ ✷✳✵✻✻✼✼✹❡✲✵✼ ✺✳✷✹✻✸✼✽❡✲✵✺














★ ✷✮ ❝♦❡❢✭✮ ✭♦r ❝♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts✭✮✮ ❡①tr❛❝t r❡❣r❡ss✐♦♥ ❝♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts
❜ ❁✲ ❝♦❡❢✭♦❧s✮
♣r✐♥t✭r❜✐♥❞✭❜✱ ❜✳♦✉t❬✱ ✶❪✱ ❜✳♦❧s✮✮
★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ❡❞✉❝ ❡①♣❡r ■✭❡①♣❡r❫✷✮ t❡♥✉r❡ ■✭t❡♥✉r❡❫✷✮
★★ ❜ ✵✳✷✵✶✺✼✶✻ ✵✳✵✽✹✺✷✺✽✷ ✵✳✵✷✾✸✵✶✵✶ ✲✵✳✵✵✵✺✾✶✽✵✼✶ ✵✳✵✸✼✶✷✷✷✹ ✲✵✳✵✵✵✻✶✺✺✽✵✺
★★ ✵✳✷✵✶✺✼✶✻ ✵✳✵✽✹✺✷✺✽✷ ✵✳✵✷✾✸✵✶✵✶ ✲✵✳✵✵✵✺✾✶✽✵✼✶ ✵✳✵✸✼✶✷✷✷✹ ✲✵✳✵✵✵✻✶✺✺✽✵✺
★★ ❜✳♦❧s ✵✳✷✵✶✺✼✶✻ ✵✳✵✽✹✺✷✺✽✷ ✵✳✵✷✾✸✵✶✵✶ ✲✵✳✵✵✵✺✾✶✽✵✼✶ ✵✳✵✸✼✶✷✷✷✹ ✲✵✳✵✵✵✻✶✺✺✽✵✺




★★ ✶ ✶✳✶✽✼✺✾✵ ✶✳✶✽✼✺✾✵
★★ ✷ ✶✳✻✹✺✽✺✶ ✶✳✻✹✺✽✺✶
★★ ✸ ✶✳✶✽✼✺✾✵ ✶✳✶✽✼✺✾✵
★★ ✹ ✶✳✺✼✽✵✾✷ ✶✳✺✼✽✵✾✷
★★ ✺ ✶✳✹✻✸✼✼✷ ✶✳✹✻✸✼✼✷
★★ ✻ ✷✳✵✷✼✸✸✽ ✷✳✵✷✼✸✸✽




★★ ✶ ✲✵✳✵✺✻✶✽✽✷✾ ✲✵✳✵✺✻✶✽✽✷✾
★★ ✷ ✲✵✳✹✼✵✷✼✼✽✷ ✲✵✳✹✼✵✷✼✼✽✷
★★ ✸ ✲✵✳✵✽✽✾✼✽✵✽ ✲✵✳✵✽✽✾✼✽✵✽
★★ ✹ ✵✳✷✶✸✻✻✼✾✸ ✵✳✷✶✸✻✻✼✾✸
★★ ✺ ✵✳✷✵✸✾✸✹✼✽ ✵✳✷✵✸✾✸✹✼✽
★★ ✻ ✵✳✶✹✶✼✶✺✺✻ ✵✳✶✹✶✼✶✺✺✻
★ ✺✮ ❞❢✳r❡s✐❞✉❛❧✭✮ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠
❞❢ ❁✲ ❞❢✳r❡s✐❞✉❛❧✭♦❧s✮
♣r✐♥t✭❝✭❞❢✳♦❧s✱ ❞❢✮✮
★★ ❬✶❪ ✺✷✵ ✺✷✵
★ ✻✮ ❞❡✈✐❛♥❝❡✭✮ r❡s✐❞✉❛❧ s✉♠ ♦❢ sq✉❛r❡s
❘❙❙ ❁✲ ❞❡✈✐❛♥❝❡✭♦❧s✮
♣r✐♥t✭❝✭s❫✷ ✯ ❞❢✱ ❘❙❙✮✮
★★ ❬✶❪ ✾✸✳✾✶✶✷✽ ✾✸✳✾✶✶✷✽




★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ❡❞✉❝ ❡①♣❡r ■✭❡①♣❡r❫✷✮ t❡♥✉r❡
★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✶✳✵✷✾✻✶✵❡✲✵✷ ✲✻✳✻✷✵✹✽✺❡✲✵✹ ✲✶✳✺✶✺✻✾✷❡✲✵✹ ✶✳✻✷✽✽✻✵❡✲✵✻ ✸✳✽✼✽✼✷✶❡✲✵✺
★★ ❡❞✉❝ ✲✻✳✻✷✵✹✽✺❡✲✵✹ ✺✳✶✷✽✺✺✾❡✲✵✺ ✲✶✳✷✶✹✽✽✸❡✲✵✻ ✶✳✶✹✸✻✻✵❡✲✵✼ ✲✹✳✸✺✶✺✸✼❡✲✵✻
★★ ❡①♣❡r ✲✶✳✺✶✺✻✾✷❡✲✵✹ ✲✶✳✷✶✹✽✽✸❡✲✵✻ ✷✳✼✾✻✽✻✻❡✲✵✺ ✲✺✳✼✷✵✽✼✺❡✲✵✼ ✲✶✳✷✾✾✺✽✾❡✲✵✺
★★ ■✭❡①♣❡r❫✷✮ ✶✳✻✷✽✽✻✵❡✲✵✻ ✶✳✶✹✸✻✻✵❡✲✵✼ ✲✺✳✼✷✵✽✼✺❡✲✵✼ ✶✳✸✵✵✼✼✶❡✲✵✽ ✷✳✵✻✻✼✼✹❡✲✵✼
★★ t❡♥✉r❡ ✸✳✽✼✽✼✷✶❡✲✵✺ ✲✹✳✸✺✶✺✸✼❡✲✵✻ ✲✶✳✷✾✾✺✽✾❡✲✵✺ ✷✳✵✻✻✼✼✹❡✲✵✼ ✺✳✷✹✻✸✼✽❡✲✵✺









★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ❡❞✉❝ ❡①♣❡r ■✭❡①♣❡r❫✷✮ t❡♥✉r❡
★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✶✳✵✷✾✻✶✵❡✲✵✷ ✲✻✳✻✷✵✹✽✺❡✲✵✹ ✲✶✳✺✶✺✻✾✷❡✲✵✹ ✶✳✻✷✽✽✻✵❡✲✵✻ ✸✳✽✼✽✼✷✶❡✲✵✺
★★ ❡❞✉❝ ✲✻✳✻✷✵✹✽✺❡✲✵✹ ✺✳✶✷✽✺✺✾❡✲✵✺ ✲✶✳✷✶✹✽✽✸❡✲✵✻ ✶✳✶✹✸✻✻✵❡✲✵✼ ✲✹✳✸✺✶✺✸✼❡✲✵✻
★★ ❡①♣❡r ✲✶✳✺✶✺✻✾✷❡✲✵✹ ✲✶✳✷✶✹✽✽✸❡✲✵✻ ✷✳✼✾✻✽✻✻❡✲✵✺ ✲✺✳✼✷✵✽✼✺❡✲✵✼ ✲✶✳✷✾✾✺✽✾❡✲✵✺
★★ ■✭❡①♣❡r❫✷✮ ✶✳✻✷✽✽✻✵❡✲✵✻ ✶✳✶✹✸✻✻✵❡✲✵✼ ✲✺✳✼✷✵✽✼✺❡✲✵✼ ✶✳✸✵✵✼✼✶❡✲✵✽ ✷✳✵✻✻✼✼✹❡✲✵✼
★★ t❡♥✉r❡ ✸✳✽✼✽✼✷✶❡✲✵✺ ✲✹✳✸✺✶✺✸✼❡✲✵✻ ✲✶✳✷✾✾✺✽✾❡✲✵✺ ✷✳✵✻✻✼✼✹❡✲✵✼ ✺✳✷✹✻✸✼✽❡✲✵✺








✷ ❱❛r✐❛❜❧❡s ✜❝t✐❝✐❛s✿ ♥✉♠ér✐❝❛s ✭✵✴✶✮














❈♦♥s✐❞❡r❛♠♦s ❞✐st✐♥t❛s ❡s♣❡❝✐✜❝❛❝✐♦♥❡s✳ ❚❡♥❡♠♦s q✉❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛r ❡❧ tér♠✐♥♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡ ❡♥ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛
❝❛t❡❣♦rí❛ ♦♠✐t✐❞❛ ✭❈❛t❡❣♦rí❛ ❞❡ r❡❢❡r❡♥❝✐❛✮✳
★ ❉♦s ♦✉t❝♦♠❡s✿ ❢❡♠❛❧❡✴♠❛❧❡




★★ ❧♠✭❢♦r♠✉❧❛ ❂ ❧✇❛❣❡ ⑦ ❢❡♠❛❧❡ ✰ ❡❞✉❝ ✰ ❡①♣❡r ✰ t❡♥✉r❡✱ ❞❛t❛ ❂ ✇❛❣❡✶✮
★★
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧s✿
★★ ▼✐♥ ✶◗ ▼❡❞✐❛♥ ✸◗ ▼❛①
★★ ✲✶✳✾✶✺✽✽ ✲✵✳✷✻✶✾✷ ✲✵✳✵✷✸✾✾ ✵✳✷✻✸✹✾ ✶✳✷✼✸✺✷
★★
★★ ❈♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts✿
★★ ❊st✐♠❛t❡ ❙t❞✳ ❊rr♦r t ✈❛❧✉❡ Pr✭❃⑤t⑤✮
★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✵✳✺✵✶✸✹✽ ✵✳✶✵✶✾✵✷ ✹✳✾✷✵ ✶✳✶✻❡✲✵✻ ✯✯✯
★★ ❢❡♠❛❧❡ ✲✵✳✸✵✶✶✹✻ ✵✳✵✸✼✷✹✻ ✲✽✳✵✽✺ ✹✳✸✼❡✲✶✺ ✯✯✯
★★ ❡❞✉❝ ✵✳✵✽✼✹✻✷ ✵✳✵✵✻✾✸✾ ✶✷✳✻✵✺ ❁ ✷❡✲✶✻ ✯✯✯
★★ ❡①♣❡r ✵✳✵✵✹✻✷✾ ✵✳✵✵✶✻✷✼ ✷✳✽✹✺ ✵✳✵✵✹✻✶ ✯✯
★★ t❡♥✉r❡ ✵✳✵✶✼✸✻✼ ✵✳✵✵✷✾✼✻ ✺✳✽✸✺ ✾✳✹✺❡✲✵✾ ✯✯✯
★★ ✲✲✲
★★ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶
★★
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦r✿ ✵✳✹✶✻ ♦♥ ✺✷✶ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠
★★ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✸✾✷✸✱❆❞❥✉st❡❞ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✸✽✼✻
★★ ❋✲st❛t✐st✐❝✿ ✽✹✳✵✼ ♦♥ ✹ ❛♥❞ ✺✷✶ ❉❋✱ ♣✲✈❛❧✉❡✿ ❁ ✷✳✷❡✲✶✻
★ ❈✉❛tr♦ ♦✉t❝♦♠❡s✿ ❢❡♠❛❧❡✲s✐♥❣❧❡✴❢❡♠❛❧❡✲♠❛rr✐❡❞✴♠❛❧❡✲s✐♥❣❧❡✴♠❛❧❡✲♠❛rr✐❡❞




★★ ❧♠✭❢♦r♠✉❧❛ ❂ ❧✇❛❣❡ ⑦ ❢❡♠❛❧❡ ✰ ♠❛rr✐❡❞ ✰ ❡❞✉❝ ✰ t❡♥✉r❡✱ ❞❛t❛ ❂ ✇❛❣❡✶✮
★★
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧s✿
★★ ▼✐♥ ✶◗ ▼❡❞✐❛♥ ✸◗ ▼❛①




★★ ❊st✐♠❛t❡ ❙t❞✳ ❊rr♦r t ✈❛❧✉❡ Pr✭❃⑤t⑤✮
★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✵✳✺✼✵✷✹✼ ✵✳✵✾✶✼✵✼ ✻✳✷✶✽ ✶✳✵✸❡✲✵✾ ✯✯✯
★★ ❢❡♠❛❧❡ ✲✵✳✷✽✵✸✻✹ ✵✳✵✸✼✷✹✾ ✲✼✳✺✷✼ ✷✳✸✵❡✲✶✸ ✯✯✯
★★ ♠❛rr✐❡❞ ✵✳✶✹✻✽✵✶ ✵✳✵✸✽✹✹✺ ✸✳✽✶✽ ✵✳✵✵✵✶✺ ✯✯✯
★★ ❡❞✉❝ ✵✳✵✼✾✺✵✹ ✵✳✵✵✻✺✼✻ ✶✷✳✵✾✵ ❁ ✷❡✲✶✻ ✯✯✯
★★ t❡♥✉r❡ ✵✳✵✶✾✹✹✶ ✵✳✵✵✷✻✶✾ ✼✳✹✷✸ ✹✳✻✽❡✲✶✸ ✯✯✯
★★ ✲✲✲
★★ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶
★★
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦r✿ ✵✳✹✶✸✹ ♦♥ ✺✷✶ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠
★★ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✸✾✾✻✱❆❞❥✉st❡❞ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✸✾✺
★★ ❋✲st❛t✐st✐❝✿ ✽✻✳✼ ♦♥ ✹ ❛♥❞ ✺✷✶ ❉❋✱ ♣✲✈❛❧✉❡✿ ❁ ✷✳✷❡✲✶✻
❈♦♥s✐❞❡r❛♠♦s ✐♥t❡r❛❝❝✐♦♥❡s ❡♥tr❡ ❧❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✜❝t✐❝✐❛s✳ ❱❡♠♦s q✉❡ ❧❛s s✐❣✉✐❡♥t❡s ❡s♣❡❝✐✜❝❛❝✐♦♥❡s s♦♥ ✐❣✉❛❧❡s✳
★ ■♥t❡r❛❝❝✐♦♥❡s ❡♥tr❡ ❢✐❝t✐❝✐❛s




★★ ❧♠✭❢♦r♠✉❧❛ ❂ ❧✇❛❣❡ ⑦ ❢❡♠❛❧❡ ✯ ♠❛rr✐❡❞ ✰ ❡❞✉❝ ✰ t❡♥✉r❡✱ ❞❛t❛ ❂ ✇❛❣❡✶✮
★★
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧s✿
★★ ▼✐♥ ✶◗ ▼❡❞✐❛♥ ✸◗ ▼❛①
★★ ✲✶✳✾✼✾✸✷ ✲✵✳✷✺✷✵✵ ✲✵✳✵✹✻✹✾ ✵✳✷✸✽✻✹ ✶✳✷✵✵✾✵
★★
★★ ❈♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts✿
★★ ❊st✐♠❛t❡ ❙t❞✳ ❊rr♦r t ✈❛❧✉❡ Pr✭❃⑤t⑤✮
★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✵✳✹✻✽✾✻✵ ✵✳✵✾✸✸✹✵ ✺✳✵✷✹ ✻✳✾✻❡✲✵✼ ✯✯✯
★★ ❢❡♠❛❧❡ ✲✵✳✵✾✶✽✾✷ ✵✳✵✺✼✺✺✸ ✲✶✳✺✾✼ ✵✳✶✶✶
★★ ♠❛rr✐❡❞ ✵✳✸✶✸✵✸✽ ✵✳✵✺✹✹✸✸ ✺✳✼✺✶ ✶✳✺✷❡✲✵✽ ✯✯✯
★★ ❡❞✉❝ ✵✳✵✼✾✵✾✶ ✵✳✵✵✻✹✼✷ ✶✷✳✷✷✶ ❁ ✷❡✲✶✻ ✯✯✯
★★ t❡♥✉r❡ ✵✳✵✶✽✷✽✺ ✵✳✵✵✷✺✾✶ ✼✳✵✺✻ ✺✳✺✵❡✲✶✷ ✯✯✯
★★ ❢❡♠❛❧❡✿♠❛rr✐❡❞ ✲✵✳✸✶✹✾✼✾ ✵✳✵✼✹✶✺✺ ✲✹✳✷✹✽ ✷✳✺✻❡✲✵✺ ✯✯✯
★★ ✲✲✲
★★ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶
★★
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦r✿ ✵✳✹✵✻✽ ♦♥ ✺✷✵ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠
★★ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✹✶✾✽✱❆❞❥✉st❡❞ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✹✶✹✷
★★ ❋✲st❛t✐st✐❝✿ ✼✺✳✷✹ ♦♥ ✺ ❛♥❞ ✺✷✵ ❉❋✱ ♣✲✈❛❧✉❡✿ ❁ ✷✳✷❡✲✶✻




★★ ❧♠✭❢♦r♠✉❧❛ ❂ ❧✇❛❣❡ ⑦ ❢❡♠❛❧❡ ✰ ♠❛rr✐❡❞ ✰ ❢❡♠❛❧❡✿♠❛rr✐❡❞ ✰ ❡❞✉❝ ✰




★★ ▼✐♥ ✶◗ ▼❡❞✐❛♥ ✸◗ ▼❛①
★★ ✲✶✳✾✼✾✸✷ ✲✵✳✷✺✷✵✵ ✲✵✳✵✹✻✹✾ ✵✳✷✸✽✻✹ ✶✳✷✵✵✾✵
★★
★★ ❈♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts✿
★★ ❊st✐♠❛t❡ ❙t❞✳ ❊rr♦r t ✈❛❧✉❡ Pr✭❃⑤t⑤✮
★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✵✳✹✻✽✾✻✵ ✵✳✵✾✸✸✹✵ ✺✳✵✷✹ ✻✳✾✻❡✲✵✼ ✯✯✯
★★ ❢❡♠❛❧❡ ✲✵✳✵✾✶✽✾✷ ✵✳✵✺✼✺✺✸ ✲✶✳✺✾✼ ✵✳✶✶✶
★★ ♠❛rr✐❡❞ ✵✳✸✶✸✵✸✽ ✵✳✵✺✹✹✸✸ ✺✳✼✺✶ ✶✳✺✷❡✲✵✽ ✯✯✯
★★ ❡❞✉❝ ✵✳✵✼✾✵✾✶ ✵✳✵✵✻✹✼✷ ✶✷✳✷✷✶ ❁ ✷❡✲✶✻ ✯✯✯
★★ t❡♥✉r❡ ✵✳✵✶✽✷✽✺ ✵✳✵✵✷✺✾✶ ✼✳✵✺✻ ✺✳✺✵❡✲✶✷ ✯✯✯
★★ ❢❡♠❛❧❡✿♠❛rr✐❡❞ ✲✵✳✸✶✹✾✼✾ ✵✳✵✼✹✶✺✺ ✲✹✳✷✹✽ ✷✳✺✻❡✲✵✺ ✯✯✯
★★ ✲✲✲
★★ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶
★★
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦r✿ ✵✳✹✵✻✽ ♦♥ ✺✷✵ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠
★★ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✹✶✾✽✱❆❞❥✉st❡❞ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✹✶✹✷
★★ ❋✲st❛t✐st✐❝✿ ✼✺✳✷✹ ♦♥ ✺ ❛♥❞ ✺✷✵ ❉❋✱ ♣✲✈❛❧✉❡✿ ❁ ✷✳✷❡✲✶✻








★★ ❢❡♠❛❧❡ ✲✵✳✵✾✷ ✲✵✳✵✾✷
★★ ✭✵✳✵✺✽✮ ✭✵✳✵✺✽✮
★★
★★ ♠❛rr✐❡❞ ✵✳✸✶✸✯✯✯ ✵✳✸✶✸✯✯✯
★★ ✭✵✳✵✺✹✮ ✭✵✳✵✺✹✮
★★
★★ ❡❞✉❝ ✵✳✵✼✾✯✯✯ ✵✳✵✼✾✯✯✯
★★ ✭✵✳✵✵✻✮ ✭✵✳✵✵✻✮
★★
★★ t❡♥✉r❡ ✵✳✵✶✽✯✯✯ ✵✳✵✶✽✯✯✯
★★ ✭✵✳✵✵✸✮ ✭✵✳✵✵✸✮
★★
★★ ❢❡♠❛❧❡✿♠❛rr✐❡❞ ✲✵✳✸✶✺✯✯✯ ✲✵✳✸✶✺✯✯✯
★★ ✭✵✳✵✼✹✮ ✭✵✳✵✼✹✮
★★




★★ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✺✷✻ ✺✷✻
★★ ❘✷ ✵✳✹✷✵ ✵✳✹✷✵
★★ ❆❞❥✉st❡❞ ❘✷ ✵✳✹✶✹ ✵✳✹✶✹
✶✵
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧ ❙t❞✳ ❊rr♦r ✭❞❢ ❂ ✺✷✵✮ ✵✳✹✵✼ ✵✳✹✵✼
★★ ❋ ❙t❛t✐st✐❝ ✭❞❢ ❂ ✺❀ ✺✷✵✮ ✼✺✳✷✸✼✯✯✯ ✼✺✳✷✸✼✯✯✯
★★ ❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂
★★ ◆♦t❡✿ ✯♣❁✵✳✶❀ ✯✯♣❁✵✳✵✺❀ ✯✯✯♣❁✵✳✵✶
❊❥❡r❝✐❝✐♦ ♣r♦♣✉❡st♦ ✶✿ ❊q✉✐✈❛❧❡♥❝✐❛ ❡♥tr❡ ♣❛ré♠❡tr♦s ♦❧s✳✷ ② ♦❧s✳✸✭❂♦❧s✳✹✮
✸ ❱❛r✐❛❜❧❡s ✜❝t✐❝✐❛s✿ ❧ó❣✐❝❛s ✭❋❆▲❙❊✴❚❘❯❊✮








❊st✐♠♦ ❡❧ s✐❣✉✐❡♥t❡ ♠♦❞❡❧♦✿
★ ❈♦♠♣r♦❜❛r ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝✐❛ ❝♦♥ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ♦❧s✳✶




★★ ❧♠✭❢♦r♠✉❧❛ ❂ ❧✇❛❣❡ ⑦ ❢❡♠❧♦❣ ✰ ❡❞✉❝ ✰ ❡①♣❡r ✰ t❡♥✉r❡✱ ❞❛t❛ ❂ ✇❛❣❡✶✮
★★
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧s✿
★★ ▼✐♥ ✶◗ ▼❡❞✐❛♥ ✸◗ ▼❛①
★★ ✲✶✳✾✶✺✽✽ ✲✵✳✷✻✶✾✷ ✲✵✳✵✷✸✾✾ ✵✳✷✻✸✹✾ ✶✳✷✼✸✺✷
★★
★★ ❈♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts✿
★★ ❊st✐♠❛t❡ ❙t❞✳ ❊rr♦r t ✈❛❧✉❡ Pr✭❃⑤t⑤✮
★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✵✳✺✵✶✸✹✽ ✵✳✶✵✶✾✵✷ ✹✳✾✷✵ ✶✳✶✻❡✲✵✻ ✯✯✯
★★ ❢❡♠❧♦❣❚❘❯❊ ✲✵✳✸✵✶✶✹✻ ✵✳✵✸✼✷✹✻ ✲✽✳✵✽✺ ✹✳✸✼❡✲✶✺ ✯✯✯
★★ ❡❞✉❝ ✵✳✵✽✼✹✻✷ ✵✳✵✵✻✾✸✾ ✶✷✳✻✵✺ ❁ ✷❡✲✶✻ ✯✯✯
★★ ❡①♣❡r ✵✳✵✵✹✻✷✾ ✵✳✵✵✶✻✷✼ ✷✳✽✹✺ ✵✳✵✵✹✻✶ ✯✯
★★ t❡♥✉r❡ ✵✳✵✶✼✸✻✼ ✵✳✵✵✷✾✼✻ ✺✳✽✸✺ ✾✳✹✺❡✲✵✾ ✯✯✯
★★ ✲✲✲
★★ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶
★★
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦r✿ ✵✳✹✶✻ ♦♥ ✺✷✶ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠
✶✶
★★ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✸✾✷✸✱❆❞❥✉st❡❞ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✸✽✼✻
★★ ❋✲st❛t✐st✐❝✿ ✽✹✳✵✼ ♦♥ ✹ ❛♥❞ ✺✷✶ ❉❋✱ ♣✲✈❛❧✉❡✿ ❁ ✷✳✷❡✲✶✻
✹ ❱❛r✐❛❜❧❡s ✜❝t✐❝✐❛s✿ ❢❛❝t♦r ✭▼❆▲❊✴❋❊▼❆▲❊✮
●❡♥❡r♦ ✉♥❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✜❝t✐❝✐❛ ❞❡ t✐♣♦ ❢❛❝t♦r✳







❊st✐♠♦ ❡❧ s✐❣✉✐❡♥t❡ ♠♦❞❡❧♦✿
★ ❈♦♠♣r♦❜❛r ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝✐❛ ❝♦♥ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ♦❧s✳✶ ✴✴ ♦❧s✳✶✳❧♦❣




★★ ❧♠✭❢♦r♠✉❧❛ ❂ ❧✇❛❣❡ ⑦ ❢❡♠❢❛❝ ✰ ❡❞✉❝ ✰ ❡①♣❡r ✰ t❡♥✉r❡✱ ❞❛t❛ ❂ ✇❛❣❡✶✮
★★
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧s✿
★★ ▼✐♥ ✶◗ ▼❡❞✐❛♥ ✸◗ ▼❛①
★★ ✲✶✳✾✶✺✽✽ ✲✵✳✷✻✶✾✷ ✲✵✳✵✷✸✾✾ ✵✳✷✻✸✹✾ ✶✳✷✼✸✺✷
★★
★★ ❈♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts✿
★★ ❊st✐♠❛t❡ ❙t❞✳ ❊rr♦r t ✈❛❧✉❡ Pr✭❃⑤t⑤✮
★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✵✳✺✵✶✸✹✽ ✵✳✶✵✶✾✵✷ ✹✳✾✷✵ ✶✳✶✻❡✲✵✻ ✯✯✯
★★ ❢❡♠❢❛❝❢❡♠❛❧❡ ✲✵✳✸✵✶✶✹✻ ✵✳✵✸✼✷✹✻ ✲✽✳✵✽✺ ✹✳✸✼❡✲✶✺ ✯✯✯
★★ ❡❞✉❝ ✵✳✵✽✼✹✻✷ ✵✳✵✵✻✾✸✾ ✶✷✳✻✵✺ ❁ ✷❡✲✶✻ ✯✯✯
★★ ❡①♣❡r ✵✳✵✵✹✻✷✾ ✵✳✵✵✶✻✷✼ ✷✳✽✹✺ ✵✳✵✵✹✻✶ ✯✯
★★ t❡♥✉r❡ ✵✳✵✶✼✸✻✼ ✵✳✵✵✷✾✼✻ ✺✳✽✸✺ ✾✳✹✺❡✲✵✾ ✯✯✯
★★ ✲✲✲
★★ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶
★★
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦r✿ ✵✳✹✶✻ ♦♥ ✺✷✶ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠
★★ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✸✾✷✸✱❆❞❥✉st❡❞ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✸✽✼✻
★★ ❋✲st❛t✐st✐❝✿ ✽✹✳✵✼ ♦♥ ✹ ❛♥❞ ✺✷✶ ❉❋✱ ♣✲✈❛❧✉❡✿ ❁ ✷✳✷❡✲✶✻
❈♦♠♣r✉❡❜❛ ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝✐❛ ❝♦♥ ♠♦❞❡❧♦s ❛♥t❡r✐♦r❡s✿
✶✷

















★★ ❡❞✉❝ ✵✳✵✽✼✯✯✯ ✵✳✵✽✼✯✯✯ ✵✳✵✽✼✯✯✯
★★ ✭✵✳✵✵✼✮ ✭✵✳✵✵✼✮ ✭✵✳✵✵✼✮
★★
★★ ❡①♣❡r ✵✳✵✵✺✯✯✯ ✵✳✵✵✺✯✯✯ ✵✳✵✵✺✯✯✯
★★ ✭✵✳✵✵✷✮ ✭✵✳✵✵✷✮ ✭✵✳✵✵✷✮
★★
★★ t❡♥✉r❡ ✵✳✵✶✼✯✯✯ ✵✳✵✶✼✯✯✯ ✵✳✵✶✼✯✯✯
★★ ✭✵✳✵✵✸✮ ✭✵✳✵✵✸✮ ✭✵✳✵✵✸✮
★★
★★ ❈♦♥st❛♥t ✵✳✺✵✶✯✯✯ ✵✳✺✵✶✯✯✯ ✵✳✺✵✶✯✯✯
★★ ✭✵✳✶✵✷✮ ✭✵✳✶✵✷✮ ✭✵✳✶✵✷✮
★★
★★ ✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲
★★ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✺✷✻ ✺✷✻ ✺✷✻
★★ ❘✷ ✵✳✸✾✷ ✵✳✸✾✷ ✵✳✸✾✷
★★ ❆❞❥✉st❡❞ ❘✷ ✵✳✸✽✽ ✵✳✸✽✽ ✵✳✸✽✽
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧ ❙t❞✳ ❊rr♦r ✭❞❢ ❂ ✺✷✶✮ ✵✳✹✶✻ ✵✳✹✶✻ ✵✳✹✶✻
★★ ❋ ❙t❛t✐st✐❝ ✭❞❢ ❂ ✹❀ ✺✷✶✮ ✽✹✳✵✼✷✯✯✯ ✽✹✳✵✼✷✯✯✯ ✽✹✳✵✼✷✯✯✯
★★ ❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂
★★ ◆♦t❡✿ ✯♣❁✵✳✶❀ ✯✯♣❁✵✳✵✺❀ ✯✯✯♣❁✵✳✵✶
✺ ❈♦♥tr❛st❡ ❞❡ ❤✐♣ót❡s✐s ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✜❝t✐❝✐❛s✿ ❧✐❜r❡rí❛ ❝❛r
❧✐♥❡❛r❍②♣♦t❤❡s✐s✭♦❧s✳✷✱ ♠❛t❝❤❈♦❡❢s✭♦❧s✳✷✱ ✧❢❡♠❛❧❡✧✮✮
★★ ▲✐♥❡❛r ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st
★★
★★ ❍②♣♦t❤❡s✐s✿
★★ ❢❡♠❛❧❡ ❂ ✵
★★
✶✸
★★ ▼♦❞❡❧ ✶✿ r❡str✐❝t❡❞ ♠♦❞❡❧
★★ ▼♦❞❡❧ ✷✿ ❧✇❛❣❡ ⑦ ❢❡♠❛❧❡ ✰ ♠❛rr✐❡❞ ✰ ❡❞✉❝ ✰ t❡♥✉r❡
★★
★★ ❘❡s✳❉❢ ❘❙❙ ❉❢ ❙✉♠ ♦❢ ❙q ❋ Pr✭❃❋✮
★★ ✶ ✺✷✷ ✾✽✳✼✸✻
★★ ✷ ✺✷✶ ✽✾✳✵✺✸ ✶ ✾✳✻✽✸✸ ✺✻✳✻✺✷ ✷✳✸✵✸❡✲✶✸ ✯✯✯
★★ ✲✲✲
★★ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶
❧✐♥❡❛r❍②♣♦t❤❡s✐s✭♦❧s✳✷✱ ♠❛t❝❤❈♦❡❢s✭♦❧s✳✷✱ ✧❢❡♠❛❧❡✧✮✱ t❡st ❂ ✧❈❤✐sq✧✮ ★ ❈♦♥tr❛st❡ ❛s✐♥tót✐❝♦
★★ ▲✐♥❡❛r ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st
★★
★★ ❍②♣♦t❤❡s✐s✿
★★ ❢❡♠❛❧❡ ❂ ✵
★★
★★ ▼♦❞❡❧ ✶✿ r❡str✐❝t❡❞ ♠♦❞❡❧
★★ ▼♦❞❡❧ ✷✿ ❧✇❛❣❡ ⑦ ❢❡♠❛❧❡ ✰ ♠❛rr✐❡❞ ✰ ❡❞✉❝ ✰ t❡♥✉r❡
★★
★★ ❘❡s✳❉❢ ❘❙❙ ❉❢ ❙✉♠ ♦❢ ❙q ❈❤✐sq Pr✭❃❈❤✐sq✮
★★ ✶ ✺✷✷ ✾✽✳✼✸✻
★★ ✷ ✺✷✶ ✽✾✳✵✺✸ ✶ ✾✳✻✽✸✸ ✺✻✳✻✺✷ ✺✳✷✵✷❡✲✶✹ ✯✯✯
★★ ✲✲✲
★★ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶
✻ ❈♦♥tr❛st❡ ❞❡ ❈❤♦✇✿ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✜❝t✐❝✐❛s ✈s✳ r❡❣r❡s✐♦♥❡s s❡♣❛r❛❞❛s
❆❧t❡r♥❛t✐✈❛ ✶✿ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✜❝t✐❝✐❛s
❧✐♥❡❛r❍②♣♦t❤❡s✐s✭♦❧s✳✹✱ ♠❛t❝❤❈♦❡❢s✭♦❧s✳✹✱ ✧❢❡♠❛❧❡✧✮✮ ★ ❉✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❡①❛❝t❛
★★ ▲✐♥❡❛r ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st
★★
★★ ❍②♣♦t❤❡s✐s✿
★★ ❢❡♠❛❧❡ ❂ ✵
★★ ❢❡♠❛❧❡✿♠❛rr✐❡❞ ❂ ✵
★★
★★ ▼♦❞❡❧ ✶✿ r❡str✐❝t❡❞ ♠♦❞❡❧
★★ ▼♦❞❡❧ ✷✿ ❧✇❛❣❡ ⑦ ❢❡♠❛❧❡ ✰ ♠❛rr✐❡❞ ✰ ❢❡♠❛❧❡✿♠❛rr✐❡❞ ✰ ❡❞✉❝ ✰ t❡♥✉r❡
★★
★★ ❘❡s✳❉❢ ❘❙❙ ❉❢ ❙✉♠ ♦❢ ❙q ❋ Pr✭❃❋✮
★★ ✶ ✺✷✷ ✾✽✳✼✸✻
★★ ✷ ✺✷✵ ✽✻✳✵✻✼ ✷ ✶✷✳✻✻✾ ✸✽✳✷✼✸ ✸✳✶✶✹❡✲✶✻ ✯✯✯
★★ ✲✲✲
★★ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶
❧✐♥❡❛r❍②♣♦t❤❡s✐s✭♦❧s✳✹✱ ♠❛t❝❤❈♦❡❢s✭♦❧s✳✹✱ ✧❢❡♠❛❧❡✧✮✱ t❡st ❂ ✧❈❤✐sq✧✮ ★ ❈♦♥tr❛st❡ ❛s✐♥tót✐❝♦
✶✹
★★ ▲✐♥❡❛r ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st
★★
★★ ❍②♣♦t❤❡s✐s✿
★★ ❢❡♠❛❧❡ ❂ ✵
★★ ❢❡♠❛❧❡✿♠❛rr✐❡❞ ❂ ✵
★★
★★ ▼♦❞❡❧ ✶✿ r❡str✐❝t❡❞ ♠♦❞❡❧
★★ ▼♦❞❡❧ ✷✿ ❧✇❛❣❡ ⑦ ❢❡♠❛❧❡ ✰ ♠❛rr✐❡❞ ✰ ❢❡♠❛❧❡✿♠❛rr✐❡❞ ✰ ❡❞✉❝ ✰ t❡♥✉r❡
★★
★★ ❘❡s✳❉❢ ❘❙❙ ❉❢ ❙✉♠ ♦❢ ❙q ❈❤✐sq Pr✭❃❈❤✐sq✮
★★ ✶ ✺✷✷ ✾✽✳✼✸✻
★★ ✷ ✺✷✵ ✽✻✳✵✻✼ ✷ ✶✷✳✻✻✾ ✼✻✳✺✹✼ ❁ ✷✳✷❡✲✶✻ ✯✯✯
★★ ✲✲✲
★★ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶
❆❧t❡r♥❛t✐✈❛ ✷✿ ❘❡❣r❡s✐♦♥❡s s❡♣❛r❛❞❛s
★ ❘❡❣r❡s✐ó♥ ❝♦♥❥✉♥t❛ ✭♣♦♦❧❡❞✮




★★ ❧♠✭❢♦r♠✉❧❛ ❂ ❧✇❛❣❡ ⑦ ♠❛rr✐❡❞ ✰ ❡❞✉❝ ✰ t❡♥✉r❡✱ ❞❛t❛ ❂ ✇❛❣❡✶✮
★★
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧s✿
★★ ▼✐♥ ✶◗ ▼❡❞✐❛♥ ✸◗ ▼❛①
★★ ✲✷✳✵✵✼✷✾ ✲✵✳✷✻✶✶✵ ✲✵✳✵✸✾✷✶ ✵✳✷✽✸✹✽ ✶✳✸✼✹✶✵
★★
★★ ❈♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts✿
★★ ❊st✐♠❛t❡ ❙t❞✳ ❊rr♦r t ✈❛❧✉❡ Pr✭❃⑤t⑤✮
★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✵✳✸✹✷✽✼✵ ✵✳✵✾✶✵✽✼ ✸✳✼✻✹ ✵✳✵✵✵✶✽✻ ✯✯✯
★★ ♠❛rr✐❡❞ ✵✳✶✽✵✼✺✸ ✵✳✵✹✵✶✻✸ ✹✳✺✵✵ ✽✳✸✼❡✲✵✻ ✯✯✯
★★ ❡❞✉❝ ✵✳✵✽✸✽✾✸ ✵✳✵✵✻✽✾✶ ✶✷✳✶✼✺ ❁ ✷❡✲✶✻ ✯✯✯
★★ t❡♥✉r❡ ✵✳✵✷✷✽✷✺ ✵✳✵✵✷✼✶✹ ✽✳✹✶✵ ✸✳✾✹❡✲✶✻ ✯✯✯
★★ ✲✲✲
★★ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶
★★
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦r✿ ✵✳✹✸✹✾ ♦♥ ✺✷✷ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠
★★ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✸✸✹✸✱❆❞❥✉st❡❞ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✸✸✵✺














★★ ▼✐♥ ✶◗ ▼❡❞✐❛♥ ✸◗ ▼❛①
★★ ✲✶✳✾✽✾✸✺ ✲✵✳✷✸✺✵✻ ✲✵✳✵✺✸✺✻ ✵✳✷✷✾✵✷ ✶✳✶✻✽✷✾
★★
★★ ❈♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts✿
★★ ❊st✐♠❛t❡ ❙t❞✳ ❊rr♦r t ✈❛❧✉❡ Pr✭❃⑤t⑤✮
★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✵✳✹✶✻✹✼✽ ✵✳✶✷✾✼✶✺ ✸✳✷✶✶ ✵✳✵✵✶✺ ✯✯
★★ ♠❛rr✐❡❞ ✵✳✵✵✽✶✼✼ ✵✳✵✺✵✽✽✾ ✵✳✶✻✶ ✵✳✽✼✷✺
★★ ❡❞✉❝ ✵✳✵✼✼✶✶✵ ✵✳✵✶✵✶✻✾ ✼✳✺✽✸ ✻✳✼✺❡✲✶✸ ✯✯✯
★★ t❡♥✉r❡ ✵✳✵✶✷✻✻✻ ✵✳✵✵✹✼✹✺ ✷✳✻✻✾ ✵✳✵✵✽✶ ✯✯
★★ ✲✲✲
★★ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶
★★
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦r✿ ✵✳✸✾✼✻ ♦♥ ✷✹✽ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠
★★ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✷✵✽✸✱❆❞❥✉st❡❞ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✶✾✽✽













★★ ▼✐♥ ✶◗ ▼❡❞✐❛♥ ✸◗ ▼❛①
★★ ✲✶✳✷✾✼✺✵ ✲✵✳✷✼✻✷✵ ✲✵✳✵✸✼✾✼ ✵✳✷✺✷✸✵ ✶✳✷✶✼✸✵
★★
★★ ❈♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts✿
★★ ❊st✐♠❛t❡ ❙t❞✳ ❊rr♦r t ✈❛❧✉❡ Pr✭❃⑤t⑤✮
★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✵✳✹✸✻✽✽✹ ✵✳✶✶✻✼✺✹ ✸✳✼✹✷ ✵✳✵✵✵✷✷✸ ✯✯✯
★★ ♠❛rr✐❡❞ ✵✳✸✵✶✺✸✻ ✵✳✵✺✻✶✽✾ ✺✳✸✻✻ ✶✳✼✸❡✲✵✼ ✯✯✯
★★ ❡❞✉❝ ✵✳✵✽✶✵✺✵ ✵✳✵✵✽✹✺✶ ✾✳✺✾✶ ❁ ✷❡✲✶✻ ✯✯✯
★★ t❡♥✉r❡ ✵✳✵✷✵✺✽✾ ✵✳✵✵✸✶✸✻ ✻✳✺✻✻ ✷✳✻✺❡✲✶✵ ✯✯✯
★★ ✲✲✲
★★ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶
★★
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦r✿ ✵✳✹✶✺✶ ♦♥ ✷✼✵ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠
★★ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✹✵✹✶✱❆❞❥✉st❡❞ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✸✾✼✺
✶✻
















❝❤♦✇❋ ❁✲ ✭✭❘❙❙✳♣ ✲ ✭❘❙❙✳❢ ✰ ❘❙❙✳♠✮✮✴❦✮✴✭✭❘❙❙✳❢ ✰ ❘❙❙✳♠✮✴✭♥ ✲ ✷ ✯ ❦✮✮
❝❤♦✇❋
★★ ❬✶❪ ✶✾✳✻✷✸✸✶
★ ❊rr♦r❡s ♥♦r♠❛❧❡s ✭❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❡①❛❝t❛✮
❛❧♣❤❛ ❁✲ ✵✳✵✺
♣✈❛❧ ❁✲ ✶ ✲ ♣❢✭❝❤♦✇❋✱ ❦✱ ♥ ✲ ✷ ✯ ❦✮ ★ Pr♦❜❬❳❁❂❢st❛t❪❂✶✲❛❧♣❤❛
❝✈❛❧ ❁✲ q❢✭✶ ✲ ❛❧♣❤❛✱ ❦✱ ♥ ✲ ✷ ✯ ❦✮ ★ Pr♦❜❬❳❁❂❝✈❪❂✶✲❛❧♣❤❛
★ ❊rr♦r❡s ♥♦✲♥♦r♠❛❧❡s ✭❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❛s✐♥tót✐❝❛✮
✇❛❧❞ ❁✲ ❝❤♦✇❋ ✯ ❦
♣✈❛❧✳❛s② ❁✲ ✶ ✲ ♣❝❤✐sq✭✇❛❧❞✱ ❦✮
❝✈❛❧✳❛s② ❁✲ q❝❤✐sq✭✶ ✲ ❛❧♣❤❛✱ ❦✮ ★ Pr♦❜❬❳❁❂①❪
♣r✐♥t✭❝✭✧❡①❛❝t✧✱ ❝❤♦✇❋✱ ❝✈❛❧✱ ♣✈❛❧✮✮
★★ ❬✶❪ ✧❡①❛❝t✧ ✧✶✾✳✻✷✸✸✵✽✼✺✻✸✺✶✧ ✧✷✳✸✽✾✶✹✹✻✾✽✻✽✺✶✺✧
★★ ❬✹❪ ✧✹✳✻✻✷✾✸✻✼✵✸✹✷✺✻✻❡✲✶✺✧
♣r✐♥t✭❝✭✧❛s②✧✱ ✇❛❧❞✱ ❝✈❛❧✳❛s②✱ ♣✈❛❧✳❛s②✮✮
★★ ❬✶❪ ✧❛s②✧ ✧✼✽✳✹✾✸✷✸✺✵✷✺✹✵✸✽✧ ✧✾✳✹✽✼✼✷✾✵✸✻✼✽✶✶✺✧
★★ ❬✹❪ ✧✸✳✸✸✵✻✻✾✵✼✸✽✼✺✹✼❡✲✶✻✧
★ ❈♦♠♣r♦❜❛♠♦s q✉❡ ♥♦s ❞❛ ❧♦ ♠✐s♠♦ ❡♥ ❛♠❜♦s ❝❛s♦s
✶✼
✼ ❈ó♠♦ ❝r❡❛r ✉♥❛ ❞✉♠♠② ❛ ♣❛rt✐r ❞❡ ✉♥❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢❛❝t♦r
❊❥❡♠♣❧♦ ❝♦♥ ❧♦s ❞❛t♦s ❞❡ ❧❛ ❧✐❜r❡rí❛ ❆❊❘✳
❞❛t❛✭❈P❙✶✾✽✺✱ ♣❛❝❦❛❣❡ ❂ ✧❆❊❘✧✮ ★ ❱❛r✐❛❜❧❡s ❧ó❣✐❝❛s
str✭❈P❙✶✾✽✺✮
★★ ✬❞❛t❛✳❢r❛♠❡✬✿ ✺✸✹ ♦❜s✳ ♦❢ ✶✶ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿
★★ ✩ ✇❛❣❡ ✿ ♥✉♠ ✺✳✶ ✹✳✾✺ ✻✳✻✼ ✹ ✼✳✺ ✳✳✳
★★ ✩ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ✿ ♥✉♠ ✽ ✾ ✶✷ ✶✷ ✶✷ ✶✸ ✶✵ ✶✷ ✶✻ ✶✷ ✳✳✳
★★ ✩ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡✿ ♥✉♠ ✷✶ ✹✷ ✶ ✹ ✶✼ ✾ ✷✼ ✾ ✶✶ ✾ ✳✳✳
★★ ✩ ❛❣❡ ✿ ♥✉♠ ✸✺ ✺✼ ✶✾ ✷✷ ✸✺ ✷✽ ✹✸ ✷✼ ✸✸ ✷✼ ✳✳✳
★★ ✩ ❡t❤♥✐❝✐t② ✿ ❋❛❝t♦r ✇✴ ✸ ❧❡✈❡❧s ✧❝❛✉❝✧✱✧❤✐s♣❛♥✐❝✧✱✳✳✿ ✷ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✳✳✳
★★ ✩ r❡❣✐♦♥ ✿ ❋❛❝t♦r ✇✴ ✷ ❧❡✈❡❧s ✧s♦✉t❤✧✱✧♦t❤❡r✧✿ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✶ ✷ ✷ ✷ ✳✳✳
★★ ✩ ❣❡♥❞❡r ✿ ❋❛❝t♦r ✇✴ ✷ ❧❡✈❡❧s ✧♠❛❧❡✧✱✧❢❡♠❛❧❡✧✿ ✷ ✷ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✳✳✳
★★ ✩ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥✿ ❋❛❝t♦r ✇✴ ✻ ❧❡✈❡❧s ✧✇♦r❦❡r✧✱✧t❡❝❤♥✐❝❛❧✧✱✳✳✿ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✳✳✳
★★ ✩ s❡❝t♦r ✿ ❋❛❝t♦r ✇✴ ✸ ❧❡✈❡❧s ✧♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣✧✱✳✳✿ ✶ ✶ ✶ ✸ ✸ ✸ ✸ ✸ ✶ ✸ ✳✳✳
★★ ✩ ✉♥✐♦♥ ✿ ❋❛❝t♦r ✇✴ ✷ ❧❡✈❡❧s ✧♥♦✧✱✧②❡s✧✿ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✷ ✶ ✶ ✶ ✶ ✳✳✳







★★ ✇♦r❦❡r t❡❝❤♥✐❝❛❧ s❡r✈✐❝❡s ♦❢❢✐❝❡ s❛❧❡s ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t
★★ ✶✺✻ ✶✵✺ ✽✸ ✾✼ ✸✽ ✺✺
★ ❈r❡❛r ✉♥❛ ❞✉♠♠② ❛ ♣❛rt✐r ❞❡ ✉♥❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢❛❝t♦r
❞✉♠♠②✳❢ ❁✲ ❈P❙✶✾✽✺✩❣❡♥❞❡r ❂❂ ✧❢❡♠❛❧❡✧
❤❡❛❞✭❞✉♠♠②✳❢✮
★★ ❬✶❪ ❚❘❯❊ ❚❘❯❊ ❋❆▲❙❊ ❋❆▲❙❊ ❋❆▲❙❊ ❋❆▲❙❊
❞✉♠♠②✳♠ ❁✲ ❈P❙✶✾✽✺✩❣❡♥❞❡r ❂❂ ✧♠❛❧❡✧
❤❡❛❞✭❞✉♠♠②✳♠✮
★★ ❬✶❪ ❋❆▲❙❊ ❋❆▲❙❊ ❚❘❯❊ ❚❘❯❊ ❚❘❯❊ ❚❘❯❊
✽ ❈ó♠♦ ❝❛♠❜✐❛r ❝❛t❡❣♦rí❛ ❞❡ r❡❢❡r❡♥❝✐❛
✶✽
★ ❖♠✐t❡ ❧❛s ❝❛t❡❣♦rí❛s✿ ✬♠❛❧❡✬ ② ✬✇♦r❦❡r✬




★★ ❧♠✭❢♦r♠✉❧❛ ❂ ❧♦❣✭✇❛❣❡✮ ⑦ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ✰ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ✰ ❣❡♥❞❡r ✰ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥✱
★★ ❞❛t❛ ❂ ❈P❙✶✾✽✺✮
★★
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧s✿
★★ ▼✐♥ ✶◗ ▼❡❞✐❛♥ ✸◗ ▼❛①
★★ ✲✷✳✸✷✹✶✾ ✲✵✳✷✾✸✽✶ ✵✳✵✵✾✺✽ ✵✳✸✵✽✵✺ ✶✳✽✶✻✻✹
★★
★★ ❈♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts✿
★★ ❊st✐♠❛t❡ ❙t❞✳ ❊rr♦r t ✈❛❧✉❡ Pr✭❃⑤t⑤✮
★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✵✳✾✼✻✷✽✼ ✵✳✶✸✺✵✶✽ ✼✳✷✸✶ ✶✳✼✶❡✲✶✷ ✯✯✯
★★ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ✵✳✵✼✺✽✺✻ ✵✳✵✶✵✵✺✹ ✼✳✺✹✺ ✷✳✵✶❡✲✶✸ ✯✯✯
★★ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ✵✳✵✶✶✽✼✽ ✵✳✵✵✶✻✼✺ ✼✳✵✽✾ ✹✳✸✼❡✲✶✷ ✯✯✯
★★ ❣❡♥❞❡r❢❡♠❛❧❡ ✲✵✳✷✷✸✽✹✽ ✵✳✵✹✷✷✺✸ ✲✺✳✷✾✽ ✶✳✼✸❡✲✵✼ ✯✯✯
★★ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥t❡❝❤♥✐❝❛❧ ✵✳✶✹✷✹✺✽ ✵✳✵✼✵✹✻✵ ✷✳✵✷✷ ✵✳✵✹✸✼✵✵ ✯
★★ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥s❡r✈✐❝❡s ✲✵✳✷✶✵✵✹✷ ✵✳✵✻✷✶✷✸ ✲✸✳✸✽✶ ✵✳✵✵✵✼✼✻ ✯✯✯
★★ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥♦❢❢✐❝❡ ✲✵✳✵✺✹✼✼✵ ✵✳✵✻✹✶✺✾ ✲✵✳✽✺✹ ✵✳✸✾✸✻✽✵
★★ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥s❛❧❡s ✲✵✳✷✵✼✺✻✼ ✵✳✵✽✷✸✵✶ ✲✷✳✺✷✷ ✵✳✵✶✶✾✻✷ ✯
★★ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✵✳✶✺✷✺✹✹ ✵✳✵✼✻✸✹✸ ✶✳✾✾✽ ✵✳✵✹✻✷✶✽ ✯
★★ ✲✲✲
★★ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶
★★
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦r✿ ✵✳✹✸✾✷ ♦♥ ✺✷✺ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠
★★ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✸✶✼✽✱❆❞❥✉st❡❞ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✸✵✼✹
★★ ❋✲st❛t✐st✐❝✿ ✸✵✳✺✼ ♦♥ ✽ ❛♥❞ ✺✷✺ ❉❋✱ ♣✲✈❛❧✉❡✿ ❁ ✷✳✷❡✲✶✻
★ ❈ó♠♦ ❝❛♠❜✐❛r ❧❛ ❝❛t❡❣♦rí❛ ❞❡ r❡❢❡r❡♥❝✐❛
❈P❙✶✾✽✺✩❣❡♥❞❡r ❁✲ r❡❧❡✈❡❧✭❈P❙✶✾✽✺✩❣❡♥❞❡r✱ ✧❢❡♠❛❧❡✧✮
❈P❙✶✾✽✺✩♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❁✲ r❡❧❡✈❡❧✭❈P❙✶✾✽✺✩♦❝❝✉♣❛t✐♦♥✱ ✧♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✧✮
★ ❖♠✐t❡ ❧❛s ❝❛t❡❣♦rí❛s✿ ✬❢❡♠❛❧❡✬ ② ✬♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✬




★★ ❧♠✭❢♦r♠✉❧❛ ❂ ❧♦❣✭✇❛❣❡✮ ⑦ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ✰ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ✰ ❣❡♥❞❡r ✰ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥✱
★★ ❞❛t❛ ❂ ❈P❙✶✾✽✺✮
★★
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧s✿
★★ ▼✐♥ ✶◗ ▼❡❞✐❛♥ ✸◗ ▼❛①
★★ ✲✷✳✸✷✹✶✾ ✲✵✳✷✾✸✽✶ ✵✳✵✵✾✺✽ ✵✳✸✵✽✵✺ ✶✳✽✶✻✻✹
★★
★★ ❈♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts✿
★★ ❊st✐♠❛t❡ ❙t❞✳ ❊rr♦r t ✈❛❧✉❡ Pr✭❃⑤t⑤✮
★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✵✳✾✵✹✾✽✸ ✵✳✶✼✶✻✻✺ ✺✳✷✼✷ ✶✳✾✽❡✲✵✼ ✯✯✯
✶✾
★★ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ✵✳✵✼✺✽✺✻ ✵✳✵✶✵✵✺✹ ✼✳✺✹✺ ✷✳✵✶❡✲✶✸ ✯✯✯
★★ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ✵✳✵✶✶✽✼✽ ✵✳✵✵✶✻✼✺ ✼✳✵✽✾ ✹✳✸✼❡✲✶✷ ✯✯✯
★★ ❣❡♥❞❡r♠❛❧❡ ✵✳✷✷✸✽✹✽ ✵✳✵✹✷✷✺✸ ✺✳✷✾✽ ✶✳✼✸❡✲✵✼ ✯✯✯
★★ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥✇♦r❦❡r ✲✵✳✶✺✷✺✹✹ ✵✳✵✼✻✸✹✸ ✲✶✳✾✾✽ ✵✳✵✹✻✷✶✽ ✯
★★ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥t❡❝❤♥✐❝❛❧ ✲✵✳✵✶✵✵✽✻ ✵✳✵✼✸✾✽✹ ✲✵✳✶✸✻ ✵✳✽✾✶✻✶✽
★★ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥s❡r✈✐❝❡s ✲✵✳✸✻✷✺✽✻ ✵✳✵✽✶✽✸✾ ✲✹✳✹✸✵ ✶✳✶✺❡✲✵✺ ✯✯✯
★★ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥♦❢❢✐❝❡ ✲✵✳✷✵✼✸✶✹ ✵✳✵✼✼✻✹✼ ✲✷✳✻✼✵ ✵✳✵✵✼✽✷✶ ✯✯
★★ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥s❛❧❡s ✲✵✳✸✻✵✶✶✶ ✵✳✵✾✸✻✹✺ ✲✸✳✽✹✻ ✵✳✵✵✵✶✸✺ ✯✯✯
★★ ✲✲✲
★★ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶
★★
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦r✿ ✵✳✹✸✾✷ ♦♥ ✺✷✺ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠
★★ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✸✶✼✽✱❆❞❥✉st❡❞ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✸✵✼✹
★★ ❋✲st❛t✐st✐❝✿ ✸✵✳✺✼ ♦♥ ✽ ❛♥❞ ✺✷✺ ❉❋✱ ♣✲✈❛❧✉❡✿ ❁ ✷✳✷❡✲✶✻








★★ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ✵✳✵✼✻✯✯✯ ✵✳✵✼✻✯✯✯
★★ ✭✵✳✵✶✵✮ ✭✵✳✵✶✵✮
★★












★★ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥t❡❝❤♥✐❝❛❧ ✵✳✶✹✷✯✯ ✲✵✳✵✶✵
★★ ✭✵✳✵✼✵✮ ✭✵✳✵✼✹✮
★★
★★ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥s❡r✈✐❝❡s ✲✵✳✷✶✵✯✯✯ ✲✵✳✸✻✸✯✯✯
★★ ✭✵✳✵✻✷✮ ✭✵✳✵✽✷✮
★★
★★ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥♦❢❢✐❝❡ ✲✵✳✵✺✺ ✲✵✳✷✵✼✯✯✯
★★ ✭✵✳✵✻✹✮ ✭✵✳✵✼✽✮
★★











★★ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✺✸✹ ✺✸✹
★★ ❘✷ ✵✳✸✶✽ ✵✳✸✶✽
★★ ❆❞❥✉st❡❞ ❘✷ ✵✳✸✵✼ ✵✳✸✵✼
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧ ❙t❞✳ ❊rr♦r ✭❞❢ ❂ ✺✷✺✮ ✵✳✹✸✾ ✵✳✹✸✾
★★ ❋ ❙t❛t✐st✐❝ ✭❞❢ ❂ ✽❀ ✺✷✺✮ ✸✵✳✺✼✷✯✯✯ ✸✵✳✺✼✷✯✯✯
★★ ❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂
★★ ◆♦t❡✿ ✯♣❁✵✳✶❀ ✯✯♣❁✵✳✵✺❀ ✯✯✯♣❁✵✳✵✶




★★ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻
★★ ✺✺ ✶✺✻ ✶✵✺ ✽✸ ✾✼ ✸✽
★ ❆q✉í ❤❛② q✉❡ t❡♥❡r ♠✉❝❤♦ ❝✉✐❞❛❞♦ ❡♥ ❧❛ ✐♥t❡r♣r❡t❛❝✐ó♥




★★ ❧♠✭❢♦r♠✉❧❛ ❂ ❧♦❣✭✇❛❣❡✮ ⑦ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ✰ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ✰ ❣❡♥❞❡r ✰ ♦❝❝✉♣✳♥✉♠✱
★★ ❞❛t❛ ❂ ❈P❙✶✾✽✺✮
★★
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧s✿
★★ ▼✐♥ ✶◗ ▼❡❞✐❛♥ ✸◗ ▼❛①
★★ ✲✷✳✷✻✷✺✻ ✲✵✳✷✾✺✺✻ ✵✳✵✶✹✻✾ ✵✳✸✵✻✷✺ ✶✳✽✷✽✵✽
★★
★★ ❈♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts✿
★★ ❊st✐♠❛t❡ ❙t❞✳ ❊rr♦r t ✈❛❧✉❡ Pr✭❃⑤t⑤✮
★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✵✳✻✺✹✹✻✸ ✵✳✶✸✷✻✶✽ ✹✳✾✸✺ ✶✳✵✽❡✲✵✻ ✯✯✯
★★ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ✵✳✵✾✼✶✷✼ ✵✳✵✵✼✽✽✷ ✶✷✳✸✷✸ ❁ ✷❡✲✶✻ ✯✯✯
★★ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ✵✳✵✶✷✺✹✾ ✵✳✵✵✶✻✻✾ ✼✳✺✶✻ ✷✳✹✷❡✲✶✸ ✯✯✯
★★ ❣❡♥❞❡r♠❛❧❡ ✵✳✷✵✵✼✽✸ ✵✳✵✹✵✽✷✸ ✹✳✾✶✽ ✶✳✶✼❡✲✵✻ ✯✯✯
★★ ♦❝❝✉♣✳♥✉♠ ✲✵✳✵✺✾✸✽✺ ✵✳✵✶✸✼✻✶ ✲✹✳✸✶✺ ✶✳✾✵❡✲✵✺ ✯✯✯
★★ ✲✲✲
★★ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶
★★
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦r✿ ✵✳✹✹✺ ♦♥ ✺✷✾ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠
✷✶
★★ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✷✾✹✺✱❆❞❥✉st❡❞ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✷✽✾✶
★★ ❋✲st❛t✐st✐❝✿ ✺✺✳✷ ♦♥ ✹ ❛♥❞ ✺✷✾ ❉❋✱ ♣✲✈❛❧✉❡✿ ❁ ✷✳✷❡✲✶✻
✶✵ ❈♦♥✈❡rs✐ó♥ ❞❡ ✉♥❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥✉♠ér✐❝❛ ❡♥ ❝❛t❡❣ór✐❝❛
❞❛t❛✭❧❛✇s❝❤✽✺✮
str✭❧❛✇s❝❤✽✺✮
★★ ✬❞❛t❛✳❢r❛♠❡✬✿ ✶✺✻ ♦❜s✳ ♦❢ ✷✶ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿
★★ ✩ r❛♥❦ ✿ ✐♥t ✶✷✽ ✶✵✹ ✸✹ ✹✾ ✾✺ ✾✽ ✶✷✹ ✶✺✼ ✶✹✺ ✾✶ ✳✳✳
★★ ✩ s❛❧❛r② ✿ ♥✉♠ ✸✶✹✵✵ ✸✸✵✾✽ ✸✷✽✼✵ ✸✺✵✵✵ ✸✸✻✵✻ ✳✳✳
★★ ✩ ❝♦st ✿ ✐♥t ✽✸✹✵ ✻✾✽✵ ✶✻✸✼✵ ✶✼✺✻✻ ✽✸✺✵ ✽✸✺✵ ✻✵✷✵ ✺✾✽✻ ✹✼✽✺ ✼✻✽✵ ✳✳✳
★★ ✩ ▲❙❆❚ ✿ ✐♥t ✶✺✺ ✶✻✵ ✶✺✺ ✶✺✼ ✶✻✷ ✶✻✶ ✶✺✺ ✶✺✷ ✶✺✺ ✶✻✵ ✳✳✳
★★ ✩ ●P❆ ✿ ♥✉♠ ✸✳✶✺ ✸✳✺ ✸✳✷✺ ✸✳✷ ✸✳✸✽ ✳✳✳
★★ ✩ ❧✐❜✈♦❧ ✿ ✐♥t ✷✶✻ ✷✺✻ ✹✷✹ ✸✷✾ ✸✸✷ ✸✶✶ ✷✷✵ ✷✸✵ ✷✸✵ ✶✺✼ ✳✳✳
★★ ✩ ❢❛❝✉❧t②✿ ✐♥t ✹✺ ✹✹ ✼✽ ✶✸✻ ✺✻ ✹✵ ✹✵ ✹✺ ✶✵✶ ✹✹ ✳✳✳
★★ ✩ ❛❣❡ ✿ ✐♥t ✶✷ ✶✶✸ ✶✸✹ ✽✾ ✼✵ ✷✾ ✻✶ ✻✵ ✼✵ ✶✷✽ ✳✳✳
★★ ✩ ❝❧s✐③❡ ✿ ✐♥t ✷✶✵ ✶✾✵ ✷✼✵ ✷✼✼ ✶✺✵ ✶✺✻ ✶✺✶ ✶✹✾ ✸✷✷ ✼✵ ✳✳✳
★★ ✩ ♥♦rt❤ ✿ ✐♥t ✶ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✳✳✳
★★ ✩ s♦✉t❤ ✿ ✐♥t ✵ ✶ ✵ ✵ ✵ ✵ ✶ ✶ ✵ ✶ ✳✳✳
★★ ✩ ❡❛st ✿ ✐♥t ✵ ✵ ✶ ✶ ✵ ✵ ✵ ✵ ✶ ✵ ✳✳✳
★★ ✩ ✇❡st ✿ ✐♥t ✵ ✵ ✵ ✵ ✶ ✶ ✵ ✵ ✵ ✵ ✳✳✳
★★ ✩ ❧s❛❧❛r②✿ ♥✉♠ ✶✵✳✹ ✶✵✳✹ ✶✵✳✹ ✶✵✳✺ ✶✵✳✹ ✳✳✳
★★ ✩ st✉❞❢❛❝✿ ♥✉♠ ✹✳✻✼ ✹✳✸✷ ✸✳✹✻ ✷✳✵✹ ✷✳✻✽ ✳✳✳
★★ ✩ t♦♣✶✵ ✿ ✐♥t ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✳✳✳
★★ ✩ r✶✶❴✷✺ ✿ ✐♥t ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✳✳✳
★★ ✩ r✷✻❴✹✵ ✿ ✐♥t ✵ ✵ ✶ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✳✳✳
★★ ✩ r✹✶❴✻✵ ✿ ✐♥t ✵ ✵ ✵ ✶ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✳✳✳
★★ ✩ ❧❧✐❜✈♦❧✿ ♥✉♠ ✺✳✸✽ ✺✳✺✺ ✻✳✵✺ ✺✳✽ ✺✳✽✶ ✳✳✳
★★ ✩ ❧❝♦st ✿ ♥✉♠ ✾✳✵✸ ✽✳✽✺ ✾✳✼ ✾✳✼✼ ✾✳✵✸ ✳✳✳
★★ ✲ ❛ttr✭✯✱ ✧t✐♠❡✳st❛♠♣✧✮❂ ❝❤r ✧✷✺ ❏✉♥ ✷✵✶✶ ✷✸✿✵✸✧
♣t♦❝♦rt❡ ❁✲ ❝✭✵✱ ✶✵✱ ✷✺✱ ✹✵✱ ✻✵✱ ✶✵✵✱ ✶✼✺✮
❧❛✇s❝❤✽✺✩r❛♥❦❝♦rt❡ ❁✲ ❝✉t✭❧❛✇s❝❤✽✺✩r❛♥❦✱ ♣t♦❝♦rt❡✮
t❛❜❧❡✭❧❛✇s❝❤✽✺✩r❛♥❦❝♦rt❡✮
★★
★★ ✭✵✱✶✵❪ ✭✶✵✱✷✺❪ ✭✷✺✱✹✵❪ ✭✹✵✱✻✵❪ ✭✻✵✱✶✵✵❪ ✭✶✵✵✱✶✼✺❪
★★ ✶✵ ✶✻ ✶✸ ✶✽ ✸✼ ✻✷
★ ❈ó♠♦ ❝❛♠❜✐❛r ❧❛ ❝❛t❡❣♦rí❛ ❞❡ r❡❢❡r❡♥❝✐❛
❧❛✇s❝❤✽✺✩r❛♥❦❝♦rt❡ ❁✲ r❡❧❡✈❡❧✭❧❛✇s❝❤✽✺✩r❛♥❦❝♦rt❡✱ ✧✭✶✵✵✱✶✼✺❪✧✮
★ ❆q✉í ❤❛② q✉❡ t❡♥❡r ♠✉❝❤♦ ❝✉✐❞❛❞♦ ❡♥ ❧❛ ✐♥t❡r♣r❡t❛❝✐ó♥





★★ ❧♠✭❢♦r♠✉❧❛ ❂ ❧♦❣✭s❛❧❛r②✮ ⑦ r❛♥❦❝♦rt❡ ✰ ▲❙❆❚ ✰ ●P❆ ✰ ❧♦❣✭❧✐❜✈♦❧✮ ✰
★★ ❧♦❣✭❝♦st✮✱ ❞❛t❛ ❂ ❧❛✇s❝❤✽✺✮
★★
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧s✿
★★ ▼✐♥ ✶◗ ▼❡❞✐❛♥ ✸◗ ▼❛①
★★ ✲✵✳✷✾✹✽✽✽ ✲✵✳✵✸✾✻✾✶ ✲✵✳✵✵✶✻✽✷ ✵✳✵✹✸✽✽✽ ✵✳✷✼✼✹✾✼
★★
★★ ❈♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts✿
★★ ❊st✐♠❛t❡ ❙t❞✳ ❊rr♦r t ✈❛❧✉❡ Pr✭❃⑤t⑤✮
★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✾✳✶✻✺✷✾✺✷ ✵✳✹✶✶✹✷✹✸ ✷✷✳✷✼✼ ❁ ✷❡✲✶✻ ✯✯✯
★★ r❛♥❦❝♦rt❡✭✵✱✶✵❪ ✵✳✻✾✾✺✻✺✾ ✵✳✵✺✸✹✾✶✾ ✶✸✳✵✼✽ ❁ ✷❡✲✶✻ ✯✯✯
★★ r❛♥❦❝♦rt❡✭✶✵✱✷✺❪ ✵✳✺✾✸✺✹✸✹ ✵✳✵✸✾✹✹✵✵ ✶✺✳✵✹✾ ❁ ✷❡✲✶✻ ✯✯✯
★★ r❛♥❦❝♦rt❡✭✷✺✱✹✵❪ ✵✳✸✼✺✵✼✻✸ ✵✳✵✸✹✵✽✶✷ ✶✶✳✵✵✺ ❁ ✷❡✲✶✻ ✯✯✯
★★ r❛♥❦❝♦rt❡✭✹✵✱✻✵❪ ✵✳✷✻✷✽✶✾✶ ✵✳✵✷✼✾✻✷✶ ✾✳✸✾✾ ✸✳✶✽❡✲✶✻ ✯✯✯
★★ r❛♥❦❝♦rt❡✭✻✵✱✶✵✵❪ ✵✳✶✸✶✺✾✺✵ ✵✳✵✷✶✵✹✶✾ ✻✳✷✺✹ ✺✳✼✶❡✲✵✾ ✯✯✯
★★ ▲❙❆❚ ✵✳✵✵✺✻✾✵✽ ✵✳✵✵✸✵✻✸✵ ✶✳✽✺✽ ✵✳✵✻✺✺ ✳
★★ ●P❆ ✵✳✵✶✸✼✷✺✺ ✵✳✵✼✹✶✾✶✾ ✵✳✶✽✺ ✵✳✽✺✸✺
★★ ❧♦❣✭❧✐❜✈♦❧✮ ✵✳✵✸✻✸✻✶✾ ✵✳✵✷✻✵✶✻✺ ✶✳✸✾✽ ✵✳✶✻✹✼
★★ ❧♦❣✭❝♦st✮ ✵✳✵✵✵✽✹✶✷ ✵✳✵✷✺✶✸✻✵ ✵✳✵✸✸ ✵✳✾✼✸✹
★★ ✲✲✲
★★ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶
★★
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦r✿ ✵✳✵✽✺✻✹ ♦♥ ✶✷✻ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠
★★ ✭✷✵ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡❧❡t❡❞ ❞✉❡ t♦ ♠✐ss✐♥❣♥❡ss✮
★★ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✾✶✵✾✱❆❞❥✉st❡❞ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✾✵✹✻
★★ ❋✲st❛t✐st✐❝✿ ✶✹✸✳✷ ♦♥ ✾ ❛♥❞ ✶✷✻ ❉❋✱ ♣✲✈❛❧✉❡✿ ❁ ✷✳✷❡✲✶✻
✷✸
❈❛♣ít✉❧♦ ✶✿ ▼♦❞❡❧♦ ▲✐♥❡❛❧ ●❡♥❡r❛❧
❚❡♠❛ ✶✳✺✿ ❉✐s❡ñ♦ ❞❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t♦s ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦
➞✷✵✷✵ ▲♦r❡♥③♦ ❊s❝♦t ▼❛♥❣❛s ✫ ❆❧✐❝✐❛ Pér❡③ ❆❧♦♥s♦
▼ét♦❞♦s ❊❝♦♥♦♠étr✐❝♦s ❡♥ ❊❝♦♥♦♠í❛ ② ❋✐♥❛♥③❛s
❉♣t♦✳ ❊❝♦♥♦♠í❛ ❆♣❧✐❝❛❞❛✱ Pú❜❧✐❝❛ ② P♦❧ít✐❝❛
❋❛❝✉❧t❛❞ ❊st✉❞✐♦s ❊st❛❞íst✐❝♦s ✲ ❯♥✐✈❡rs✐❞❛❞ ❈♦♠♣❧✉t❡♥s❡ ❞❡ ▼❛❞r✐❞
✶ ❉✐s❡ñ♦ ❞❡❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t♦
❼ ▼♦❞❡❧♦
yi = β0 + β1xi + ui, i = 1, . . . , n
❼ P❛rá♠❡tr♦s✿ θ = (β = (β0, β1)
′ = (1, 0.5)′, σ2 = 1)′
❼ x ∼ N(4, 1) ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❛❞❛ ✈s✳ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧❡❛t♦r✐❛
❼ ❊✶✿ ❡rr♦r❡s u ♥♦r♠❛❧❡s ✈s✳ ❊✷✿ ❡rr♦r❡s u ♥♦✲♥♦r♠❛❧❡s P❛rá♠❡tr♦s✿
✶✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥t♦ ✶
❼ X ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❛❞❛ ✭❝♦♥st❛♥t❡✮
❼ ❊✶ ❡rr♦r❡s ♥♦r♠❛❧❡s✿ u ∼ N(0, 1)
★ ▼❖❉❊▲ ❙❊❚✲❯P ❱❡r❞❛❞❡r♦s ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s✿
❜✵ ❁✲ ✶
❜✶ ❁✲ ✵✳✺
♥ ❁✲ ✺✵ ★ ♥ú♠❡r♦ ❞❡ ♦❜s❡r✈❛❝✐♦♥❡s
♥r❡♣ ❁✲ ✶✵✵✵✵ ★ ◆ú♠❡r♦ ❞❡ r❡♣❧✐❝❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ▼❈
s❡t✳s❡❡❞✭✸✶✹✶✺✾✷✮
★ ▲❛ ✬①✬ ♣❡r♠❛♥❡❝❡ ❢✐❥❛ ❡♥ t♦❞❛s ❧❛s r❡♣❧✐❝❛❝✐♦♥❡s
① ❁✲ r♥♦r♠✭♥✱ ✹✱ ✶✮
❤❡❛❞✭①✮
★★ ❬✶❪ ✹✳✶✾✸✶✼✽ ✸✳✾✺✶✺✷✺ ✸✳✼✽✼✹✷✻ ✹✳✾✸✵✷✶✶ ✸✳✸✹✶✶✽✷ ✷✳✾✶✷✷✷✺




★★ ❬✶❪ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵
★ ❊①♣❡r✐♠❡♥t♦ ❞❡ ▼❈
❢♦r ✭✐ ✐♥ ✶✿♥r❡♣✮ ④
★ ✶✳ ●❡♥❡r♦ ❡❧ tér♠✐♥♦ ❞❡ ❡rr♦r
✉ ❁✲ r♥♦r♠✭♥✮
★ ✷✳ ●❡♥❡r♦ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡
② ❁✲ ❜✵ ✰ ❜✶ ✯ ① ✰ ✉
★ ✸✳ ❊st✐♠❛❝✐ó♥ ▼❈❖




★★ ❬✶❪ ✵✳✺✶✹✵✶✸✸ ✵✳✸✷✼✺✻✼✻ ✵✳✺✺✽✻✶✺✽ ✵✳✶✺✹✽✶✶✽ ✵✳✷✵✸✷✷✾✺ ✵✳✽✽✻✼✾✺✶
t❛✐❧✭❜✶❡st✮
★★ ❬✶❪ ✵✳✸✾✽✾✶✻✸ ✵✳✺✵✶✻✻✺✶ ✵✳✺✷✸✷✵✾✺ ✵✳✻✺✻✼✼✻✶ ✵✳✻✼✷✸✹✶✻ ✵✳✺✵✾✸✺✵✶
★ P❛r❛ r❡♣r❡s❡♥t❛r ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ ❞❡♥s✐❞❛❞ ❞❡ ❜✶✱ ❝♦♥✈✐❡♥❡ ❡st❛♥❞❛r✐③❛r❧❛ ♣r✐♠❡r♦ ❞❡ ❡s❡
★ ♠♦❞♦ ❡s ❞✐r❡❝t❛♠❡♥t❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥ ❧❛ ◆✭✵✱✶✮
★ ❈❛❧❝✉❧❛r ✈❛r✭❜✶✮ ❊st❛♥❞❛r✐③❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ✈❡❝t♦r ❜✶❡st ❘❡♣r❡s❡♥t❛❝✐ó♥ ❣rá❢✐❝❛
✶✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t♦ ✷
❼ X ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❛❞❛ ✭❝♦♥st❛♥t❡✮
❼ ❊✷ ❡rr♦r❡s ♥♦✲♥♦r♠❛❧❡s✿ u ∼ χ2
1
❡st❛♥❞❛r✐③❛❞❛
★ ❱❡r❞❛❞❡r♦s ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s✿
❜✵ ❁✲ ✶
❜✶ ❁✲ ✵✳✺
♥ ❁✲ ✺✵ ★ ♥ú♠❡r♦ ❞❡ ♦❜s❡r✈❛❝✐♦♥❡s
♥r❡♣ ❁✲ ✶✵✵✵✵ ★ ◆ú♠❡r♦ ❞❡ r❡♣❧✐❝❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ▼❈
s❡t✳s❡❡❞✭✸✶✹✶✺✾✷✮
★ ▲❛ ✬①✬ ♣❡r♠❛♥❡❝❡ ❢✐❥❛ ❡♥ t♦❞❛s ❧❛s r❡♣❧✐❝❛❝✐♦♥❡s
① ❁✲ r♥♦r♠✭♥✱ ✹✱ ✶✮
❤❡❛❞✭①✮
★★ ❬✶❪ ✹✳✶✾✸✶✼✽ ✸✳✾✺✶✺✷✺ ✸✳✼✽✼✹✷✻ ✹✳✾✸✵✷✶✶ ✸✳✸✹✶✶✽✷ ✷✳✾✶✷✷✷✺




★★ ❬✶❪ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵
★ ❊①♣❡r✐♠❡♥t♦ ❞❡ ▼❈
❢♦r ✭✐ ✐♥ ✶✿♥r❡♣✮ ④
★ ✶✳ ●❡♥❡r♦ ❡❧ tér♠✐♥♦ ❞❡ ❡rr♦r
✉ ❁✲ ✭r❝❤✐sq✭♥✱ ✶✮ ✲ ✶✮✴sqrt✭✷✮ ★ ❳✷✱✶ ❡st❛♥❞❛r✐③❛❞❛
★ ✷✳ ●❡♥❡r♦ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡
② ❁✲ ❜✵ ✰ ❜✶ ✯ ① ✰ ✉
★ ✸✳ ❊st✐♠❛❝✐ó♥ ▼❈❖




★★ ❬✶❪ ✵✳✹✻✶✻✻✼✶ ✵✳✷✺✸✶✼✻✷ ✵✳✹✸✾✻✷✶✸ ✵✳✸✼✼✻✺✺✵ ✵✳✷✽✸✺✷✷✾ ✵✳✹✽✷✹✺✾✹
t❛✐❧✭❜✶❡st✮
★★ ❬✶❪ ✵✳✹✶✺✻✾✺✻✶ ✵✳✷✺✹✹✻✽✼✻ ✵✳✵✾✻✽✸✻✼✻ ✵✳✺✻✽✾✵✷✵✺ ✵✳✻✶✹✺✷✽✸✶ ✵✳✷✸✶✹✹✸✸✽
★ P❛r❛ r❡♣r❡s❡♥t❛r ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ ❞❡♥s✐❞❛❞ ❞❡ ❜✶✱ ❝♦♥✈✐❡♥❡ ❡st❛♥❞❛r✐③❛r❧❛ ♣r✐♠❡r♦ ❞❡ ❡s❡
★ ♠♦❞♦ ❡s ❞✐r❡❝t❛♠❡♥t❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥ ❧❛ ◆✭✵✱✶✮
★ ❈❛❧❝✉❧❛r ✈❛r✭❜✶✮ ❊st❛♥❞❛r✐③❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ✈❡❝t♦r ❜✶❡st ❘❡♣r❡s❡♥t❛❝✐ó♥ ❣rá❢✐❝❛
✶✳✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥t♦ ✸
❼ X ❡s ✉♥❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧❡❛t♦r✐❛
❼ ❊✶ ❡rr♦r❡s ♥♦r♠❛❧❡s✿ u ∼ N(0, 1)
★ ❱❡r❞❛❞❡r♦s ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s✿
❜✵ ❁✲ ✶
❜✶ ❁✲ ✵✳✺
♥ ❁✲ ✺✵ ★ ♥ú♠❡r♦ ❞❡ ♦❜s❡r✈❛❝✐♦♥❡s
♥r❡♣ ❁✲ ✶✵✵✵✵ ★ ◆ú♠❡r♦ ❞❡ r❡♣❧✐❝❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ▼❈
s❡t✳s❡❡❞✭✸✶✹✶✺✾✷✮
★ ●✉❛r❞❛♠♦s ❧♦s r❡s✉❧t❛❞♦s ❞❡❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t♦
❜✶❡st ❁✲ ♥✉♠❡r✐❝✭♥r❡♣✮
❤❡❛❞✭❜✶❡st✮
★★ ❬✶❪ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵
★ ❊①♣❡r✐♠❡♥t♦ ❞❡ ▼❈
❢♦r ✭✐ ✐♥ ✶✿♥r❡♣✮ ④
✸
★ ✶✳ ●❡♥❡r♦ ❡❧ t❄r♠✐♥♦ ❞❡ ❡rr♦r
✉ ❁✲ r♥♦r♠✭♥✮
★ ✷✳ ●❡♥❡r♦ ❧❛ ①
① ❁✲ r♥♦r♠✭♥✱ ✹✱ ✶✮
★ ✸✳ ●❡♥❡r♦ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡
② ❁✲ ❜✵ ✰ ❜✶ ✯ ① ✰ ✉
★ ✹✳ ❊st✐♠❛❝✐ó♥ ▼❈❖




★★ ❬✶❪ ✵✳✺✶✻✾✼✽✽ ✵✳✺✸✹✹✾✵✻ ✵✳✻✶✼✺✻✶✾ ✵✳✻✹✷✾✻✸✾ ✵✳✺✵✸✾✵✻✹ ✵✳✺✸✽✷✵✹✽
t❛✐❧✭❜✶❡st✮




➞✷✵✷✵ ▲♦r❡♥③♦ ❊s❝♦t ▼❛♥❣❛s ✫ ❆❧✐❝✐❛ Pér❡③ ❆❧♦♥s♦
▼ét♦❞♦s ❊❝♦♥♦♠étr✐❝♦s ❡♥ ❊❝♦♥♦♠í❛ ② ❋✐♥❛♥③❛s
❉♣t♦✳ ❊❝♦♥♦♠í❛ ❆♣❧✐❝❛❞❛✱ Pú❜❧✐❝❛ ② P♦❧ít✐❝❛
❋❛❝✉❧t❛❞ ❊st✉❞✐♦s ❊st❛❞íst✐❝♦s ✲ ❯♥✐✈❡rs✐❞❛❞ ❈♦♠♣❧✉t❡♥s❡ ❞❡ ▼❛❞r✐❞
✶ ❊st✐♠❛❝✐ó♥ ▼❈❖ ② ❞✐❛❣♥♦s✐s ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦
❈❛r❣❛♠♦s ❧♦s ♣❛q✉❡t❡s ✭♣r❡✈✐❛♠❡♥t❡ ✐♥st❛❧❛❞♦s ❡♥ ❘✱ ❜❛st❛ ❤❛❝❡r❧♦ s♦❧♦ ✉♥❛ ✈❡③✮ q✉❡ ✈❛♠♦s ❛ ✉s❛r ✉t✐❧✐③❛♥❞♦
❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❧✐❜r❛r②✿
❧✐❜r❛r②✭❧♠t❡st✮ ★ ❈♦♥tr❛st❡s ❞❡ ❍❡t❡r♦❝❡❞❛st✐❝✐❞❛❞✿ ❇P
❧✐❜r❛r②✭s❛♥❞✇✐❝❤✮ ★ ❊st✐♠❛❞♦r❡s r♦❜✉st♦s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ ✈❛r✲❝♦✈
❧✐❜r❛r②✭❝❛r✮ ★ ❊st✐♠❛❞♦r❡s r♦❜✉st♦s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ ✈❛r✲❝♦✈




❞❛t♦s ❁✲ r❡❛❞✳❝s✈✭✧❡❥❡♠♣❧♦✶❴❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝✐❞❛❞✳❝s✈✧✱ s❡♣ ❂ ✧❀✧✮
❤❡❛❞✭❞❛t♦s✮
★★ ❈❈❆❆ ❆◆❖ P❖❇▲❆❈■❖◆ ●❆❙❚❖❴❚❖❚❆▲❴❋❆▼■▲■❆❙
★★ ✶ ❆♥❞❛❧✉❝➼❛ ✾✾ ✼✸✵✺✶✶✼ ✸✺✽✵✽✼✹✵
★★ ✷ ❆r❛❣➣♥ ✾✾ ✶✶✽✻✽✹✾ ✻✾✼✶✽✾✸
★★ ✸ ❆st✉r✐❛s ✾✾ ✶✵✽✹✸✶✹ ✻✵✸✽✶✻✶
★★ ✹ ❇❛❧❡❛rs ✾✾ ✽✷✶✽✷✵ ✹✺✺✽✼✸✼
★★ ✺ ❈❛♥❛r✐❛s ✾✾ ✶✻✼✷✻✽✾ ✽✵✽✵✷✽✹
★★ ✻ ❈❛♥t❛❜r✐❛ ✾✾ ✺✷✽✹✼✽ ✸✶✸✾✶✹✺
t❛✐❧✭❞❛t♦s✮
★★ ❈❈❆❆ ❆◆❖ P❖❇▲❆❈■❖◆ ●❆❙❚❖❴❚❖❚❆▲❴❋❆▼■▲■❆❙
★★ ✹✾ ▼❛❞r✐❞ ✵ ✺✷✵✺✹✵✽ ✸✾✹✼✵✺✽✸✳✽
★★ ✺✵ ▼✉r❝✐❛ ✵ ✶✶✹✾✸✷✽ ✻✼✵✹✵✵✺✳✽
★★ ✺✶ ◆❛✈❛rr❛ ✵ ✺✹✸✼✺✼ ✸✽✽✾✶✸✷✳✺
★★ ✺✷ P❛➼s ❱❛s❝♦ ✵ ✷✵✾✽✺✾✻ ✶✺✵✸✼✺✻✾✳✾
★★ ✺✸ ▲❛ ❘✐♦❥❛ ✵ ✷✻✹✶✼✽ ✶✻✻✶✻✸✵✳✻
★★ ✺✹ ❈❡✉t❛ ② ▼❡❧✐❧❧❛ ✵ ✶✹✶✺✵✹ ✽✺✶✵✸✽✳✹
✶
s✉♠♠❛r②✭❞❛t♦s✮
★★ ❈❈❆❆ ❆◆❖ P❖❇▲❆❈■❖◆ ●❆❙❚❖❴❚❖❚❆▲❴❋❆▼■▲■❆❙
★★ ▲❡♥❣t❤✿✺✹ ▼✐♥✳ ✿ ✵✳✵✵ ▼✐♥✳ ✿ ✶✸✵✻✸✸ ▼✐♥✳ ✿ ✼✶✾✹✷✸
★★ ❈❧❛ss ✿❝❤❛r❛❝t❡r ✶st ◗✉✳✿ ✵✳✵✵ ✶st ◗✉✳✿ ✽✷✼✼✼✷ ✶st ◗✉✳✿ ✹✸✵✽✹✵✵
★★ ▼♦❞❡ ✿❝❤❛r❛❝t❡r ▼❡❞✐❛♥ ✿✾✽✳✵✵ ▼❡❞✐❛♥ ✿✶✹✵✾✾✻✷ ▼❡❞✐❛♥ ✿ ✼✺✶✺✷✻✹
★★ ▼❡❛♥ ✿✻✺✳✻✼ ▼❡❛♥ ✿✷✷✸✷✹✾✸ ▼❡❛♥ ✿✶✷✽✶✸✸✼✷
★★ ✸r❞ ◗✉✳✿✾✾✳✵✵ ✸r❞ ◗✉✳✿✷✼✷✽✽✽✾ ✸r❞ ◗✉✳✿✶✹✽✷✷✶✸✾
★★ ▼❛①✳ ✿✾✾✳✵✵ ▼❛①✳ ✿✼✸✹✵✵✺✷ ▼❛①✳ ✿✹✸✽✽✽✸✵✼
❚❡♥❡♠♦s ❡❧ s✐❣✉✐❡♥t❡ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ r❡❣r❡s✐ó♥ ❧✐♥❡❛❧✿
GASTO = β0 + β1POBLACION + ui, i = 1, . . . , n
P❛rá♠❡tr♦s✿ θ = (β = (β0, β1)
′, σ2)′
❊①♣❧♦r❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧♦s ❞❛t♦s✿ ➽❡①✐st❡ ✉♥❛ r❡❧❛❝✐ó♥ ❧✐♥❡❛❧❄
♣❧♦t✭●❆❙❚❖❴❚❖❚❆▲❴❋❆▼■▲■❆❙ ⑦ P❖❇▲❆❈■❖◆✱ ❞❛t❛ ❂ ❞❛t♦s✮





















































★★ ▼✐♥ ✶◗ ▼❡❞✐❛♥ ✸◗ ▼❛①
★★ ✲✾✻✻✺✾✵✸ ✲✶✸✼✼✸✵✷ ✼✵✾✻✽ ✻✽✾✻✽✵ ✾✷✺✹✻✺✽
★★
★★ ❈♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts✿
★★ ❊st✐♠❛t❡ ❙t❞✳ ❊rr♦r t ✈❛❧✉❡ Pr✭❃⑤t⑤✮
★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✲✷✳✺✺✵❡✰✵✺ ✺✳✽✵✺❡✰✵✺ ✲✵✳✹✸✾ ✵✳✻✻✷
★★ P❖❇▲❆❈■❖◆ ✺✳✽✺✹❡✰✵✵ ✶✳✾✶✽❡✲✵✶ ✸✵✳✺✷✶ ❁✷❡✲✶✻ ✯✯✯
★★ ✲✲✲
★★ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶
★★
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦r✿ ✷✽✽✶✵✵✵ ♦♥ ✺✷ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠
★★ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✾✹✼✶✱❆❞❥✉st❡❞ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✾✹✻✶
★★ ❋✲st❛t✐st✐❝✿ ✾✸✶✳✺ ♦♥ ✶ ❛♥❞ ✺✷ ❉❋✱ ♣✲✈❛❧✉❡✿ ❁ ✷✳✷❡✲✶✻
★ ❘❡❝♦♣✐❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧♦s r❡s✉❧t❛❞♦s ❡♥ ✉♥❛ t❛❜❧❛
















★★ ❆❞❥✉st❡❞ ❘✷ ✵✳✾✹✻
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧ ❙t❞✳ ❊rr♦r ✷✱✽✽✵✱✽✸✽✳✵✵✵ ✭❞❢ ❂ ✺✷✮
★★ ❋ ❙t❛t✐st✐❝ ✾✸✶✳✺✸✹✯✯✯ ✭❞❢ ❂ ✶❀ ✺✷✮
★★ ❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂
★★ ◆♦t❡✿ ✯♣❁✵✳✶❀ ✯✯♣❁✵✳✵✺❀ ✯✯✯♣❁✵✳✵✶
❘❡♣r❡s❡♥t❛❝✐ó♥ ❣rá✜❝❛ ❞❡ ❧❛ ❡st✐♠❛❝✐ó♥✳ ▲❛ ❧✐❜r❡rí❛ ❣❣♣❧♦t✷ ♥♦s ♣❡r♠✐t❡ ❤❛❝❡r ❣rá✜❝❛s ♠ás ❜♦♥✐t❛s✳
❱❡rs✐ó♥ ✶✿
❣❣♣❧♦t✭❞❛t❛ ❂ ❞❛t♦s✱ ❛❡s✭② ❂ ●❆❙❚❖❴❚❖❚❆▲❴❋❆▼■▲■❆❙✱ ① ❂ P❖❇▲❆❈■❖◆✮✮ ✰ ❣❡♦♠❴♣♦✐♥t✭❝♦❧ ❂ ✧❜❧✉❡✧✮ ✰



























❣❣♣❧♦t✭❞❛t❛ ❂ ❞❛t♦s✱ ❛❡s✭② ❂ ●❆❙❚❖❴❚❖❚❆▲❴❋❆▼■▲■❆❙✱ ① ❂ P❖❇▲❆❈■❖◆✮✮ ✰ ❣❡♦♠❴♣♦✐♥t✭✮ ✰ ❣❡♦♠❴s♠♦♦t❤✭♠❡t❤♦❞ ❂ ❧♠✱

























Scatterplot Gasto total ~ Población
❉❡t❡❝❝✐ó♥ ❣rá✜❝❛ ❞❡ ❧❛ ❤❡t❡r♦❝❡❞❛st✐❝✐❞❛❞✿ ➽◗✉é ♦❜s❡r✈❛ ❡♥ ❝✉❛♥t♦ ❛ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡❧ ❣❛st♦ t♦t❛❧ ❞❡ ❧❛s
❢❛♠✐❧✐❛s ❡♥ ❧❛s ❈❈❆❆ ❝♦♥ ♠❛②♦r ♣♦❜❧❛❝✐ó♥❄ ❖❜s❡r✈❛♠♦s q✉❡ ❛ ♠❡❞✐❞❛ q✉❡ ❛✉♠❡♥t❛ x = poblacion✱ ❛✉♠❡♥t❛
❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ y = gasto✳
❉✐❛❣♥♦s✐s ❞❡ ❧♦s r❡s✐❞✉♦s✿
✹
r❡s✐❞✉♦s✳❧s ❁✲ r❡s✐❞✉❛❧s✭♠♦❞❡❧♦✳❧s✮
✭❛✮ ❉❡t❡❝❝✐ó♥ ❞❡ ♦✉t❧✐❡rs ✭❢✉❡r❛ ❞❡ ❧❛s ❜❛♥❞❛s ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✮
♣❧♦t✭r❡s✐❞✉♦s✳❧s✱ t②♣❡ ❂ ✧❜✧✱ ❝♦❧ ❂ ✧❞❛r❦❣r❡❡♥✧✱ ♣❝❤ ❂ ✷✵✮
❛❜❧✐♥❡✭❤ ❂ ✵✱ ❧t② ❂ ✷✱ ❝♦❧ ❂ ✧❣r❡②✷✧✮
❛❜❧✐♥❡✭❤ ❂ ✷ ✯ s❞✭r❡s✐❞✉♦s✳❧s✮✱ ❧t② ❂ ✸✱ ❝♦❧ ❂ ✧r❡❞✧✮
❛❜❧✐♥❡✭❤ ❂ ✲✷ ✯ s❞✭r❡s✐❞✉♦s✳❧s✮✱ ❧t② ❂ ✸✱ ❝♦❧ ❂ ✧r❡❞✧✮




































✭❜✮ ❍✐st♦❣r❛♠❛ ② ❞❡♥s✐❞❛❞ ❞❡ ❧♦s r❡s✐❞✉♦s
❤✐st✭r❡s✐❞✉♦s✳❧s✱ ❢r❡q ❂ ❋❆▲❙❊✮









































✭❝✮ ❈♦♥tr❛st❡s ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐❞❛❞✿ ❏❛rq✉❡✲❇❡r❛ ✭✈á❧✐❞♦ ♣❛r❛ ♠✉❡str❛s ❣r❛♥❞❡s ✭n > 50✮✮ ② ❙❛❤✐r♦✲❲✐❧❦ ✭✈á❧✐❞♦




★★ ❏❛rq✉❡ ❇❡r❛ ❚❡st
★★
★★ ❞❛t❛✿ r❡s✐❞✉♦s✳❧s
★★ ❳✲sq✉❛r❡❞ ❂ ✸✶✳✼✸✾✱ ❞❢ ❂ ✷✱ ♣✲✈❛❧✉❡ ❂ ✶✳✷✽✷❡✲✵✼
s❤❛♣✐r♦✳t❡st✭r❡s✐❞✉♦s✳❧s✮
★★
★★ ❙❤❛♣✐r♦✲❲✐❧❦ ♥♦r♠❛❧✐t② t❡st
★★
★★ ❞❛t❛✿ r❡s✐❞✉♦s✳❧s
★★ ❲ ❂ ✵✳✽✼✸✽✺✱ ♣✲✈❛❧✉❡ ❂ ✸✳✾✾✻❡✲✵✺
■♥s♣❡❝❝✐ó♥ ✈✐s✉❛❧ ❞❡ ❧♦s r❡s✐❞✉♦s ♣❛r❛ ❞❡t❡❝t❛r ❤❡t❡r♦❝❡❞❛t✐❝✐❛❞
♣❛r✭♠❢r♦✇ ❂ ❝✭✷✱ ✷✮✮ ★ ✐♥✐t ✹ ❝❤❛rts ✐♥ ✶ ♣❛♥❡❧
♣❧♦t✭♠♦❞❡❧♦✳❧s✮
♣❛r✭♠❢r♦✇ ❂ ❝✭✶✱ ✶✮✮ ★ ❘❡s❡t t♦ ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡
✻























































































































●rá✜❝♦s ✧❘❡s✐❞✉❛❧s ✈s✳ ❋✐tt❡❞✧ ② ✧❙t❞✳ r❡s✐❞✉❛❧s ✈s✳ ❋✐tt❡❞✧✿ ❊♥ ❛✉s❡♥❝✐❛ ❞❡ ❤❡t❡r♦❝❡❞❛st✐❝✐❞❛❞✱ ❧❛ ❞✐s✲
tr✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ ❧♦s ♣✉♥t♦s ❛ ❧♦ ❧❛r❣♦ ❞❡❧ ❡❥❡✲❳ ② ❧❛ ❧í♥❡❛ r♦❥❛ ❞❡❜❡rí❛ s❡r t♦t❛❧♠❡♥t❡ ❛❧❡❛t♦r✐❛ ✭♥♦ ♦❜s❡r✈❛♠♦s
✉♥ ♣❛tr♦♥✮✳
❘❡♣r❡s❡♥t❛♠♦s ❡❧ ❝✉❛❞r❛❞♦ ❞❡ ❧♦s r❡s✐❞✉♦s
♣❧♦t✭r❡s✐❞✉♦s✳❧s❫✷✱ t②♣❡ ❂ ✧❧✧✮



































❘❡s✐❞✉♦s ✈s✳ ✈❛❧♦r ❛❥✉st❛❞♦✴❡st✐♠❛❞♦s
✼
♣❧♦t✭♠♦❞❡❧♦✳❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❂ ✶✱ ❝♦❧ ❂ ❝✭✧❜❧✉❡✧✮✮










































♣❧♦t✭❞❛t♦s✩P❖❇▲❆❈■❖◆✱ r❡s✐❞✉♦s✳❧s✱ ②❧❛❜ ❂ ✧❘❡s✐❞✉♦s✧✱ ①❧❛❜ ❂ ✧P♦❜❧❛❝✐ó♥✧✮
❛❜❧✐♥❡✭✵✱ ✵✮




































■♥t❡r♣r❡t❛❝✐ó♥✿ ▲❛ ✐❞❡❛ ❡s tr❛t❛r ❞❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛r s✐ ❤❛② ✉♥ r❡❣r❡s♦r x ❡s♣❡❝í✜❝♦ q✉❡ ✐♥✢✉②❡ ❡♥ ❧❛ ❤❡t❡r♦❝❡❞❛s✲
t✐❝✐❞❛❞✳
✽
✷ ❈♦♥tr❛st❡s ❞❡ ❤❡t❡r♦❝❡❞❛st✐❝✐❞❛❞✿ ❢ór♠✉❧❛s t❡♦rí❛
✷✳✶ ❈♦♥tr❛st❡ ❞❡ ❇r❡✉s❝❤✲P❛❣❛♥
❙✉♣♦♥✐❡♥❞♦ ✭♣♦r ❞❡❢❡❝t♦✮ q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ ❞❡❧ tér♠✐♥♦ ❞❡ ❡rr♦r ❞❡♣❡♥❞❡ ❞❡❧ ♥✐✈❡❧ ❞❡ ❧♦s ♣r♦♣✐♦s ✈❛❧♦r❡s ❛❥✉s✲
t❛❞♦s ✭♦ ❞❡ ♦tr♦ ❝♦♥❥✉♥t♦ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛❝✐♦♥❡s ❧✐♥❡❛❧❡s ❞❡ ❧❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r❡❞✐❝t♦r❛s✮✳
❱❛♠♦s ❛ s✉♣♦♥❡r ✉♥❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ✈❛r✐❛♥③❛ ❧✐♥❡❛❧✿
E(u2i ) = f(a0 + a1 ∗ POBLACIONi) = a0 + a1 ∗ POBLACIONi
❈♦♥tr❛st❡ ❞❡ ❤✐♣ót❡s✐s✿
H0 : a1 = 0
H1 : a1 6= 0
❊st❛❞íst✐❝♦ ❞❡ ❝♦♥tr❛st❡ ② s✉ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❜❛❥♦ H0 ✭❍♦♠♦❝❡❞❛st✐❝✐❞❛❞✮✿
stat.BP = n ∗R2 ∼ χ2k−1
❱❡rs✐ó♥ ✶✿ ❘❡❣r❡s✐ó♥ ❛✉①✐❧✐❛r û2/ cte x
♠♦❞❡❧♦✳❇P ❁✲ ❧♠✭r❡s✐❞✉❛❧s✭♠♦❞❡❧♦✳❧s✮❫✷ ⑦ P❖❇▲❆❈■❖◆✱ ❞❛t❛ ❂ ❞❛t♦s✮
s✉♠♠❛r②✭♠♦❞❡❧♦✳❇P✮ ★ ❱❡rs✐ó♥ ✶✿ r❡s❫✷✴ ❝t❡ ①❀
★★
★★ ❈❛❧❧✿
★★ ❧♠✭❢♦r♠✉❧❛ ❂ r❡s✐❞✉❛❧s✭♠♦❞❡❧♦✳❧s✮❫✷ ⑦ P❖❇▲❆❈■❖◆✱ ❞❛t❛ ❂ ❞❛t♦s✮
★★
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧s✿
★★ ▼✐♥ ✶◗ ▼❡❞✐❛♥ ✸◗ ▼❛①
★★ ✲✷✳✾✹✷❡✰✶✸ ✲✸✳✾✻✵❡✰✶✷ ✲✸✳✹✽✺❡✰✶✶ ✸✳✺✼✵❡✰✶✷ ✺✳✽✸✶❡✰✶✸
★★
★★ ❈♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts✿
★★ ❊st✐♠❛t❡ ❙t❞✳ ❊rr♦r t ✈❛❧✉❡ Pr✭❃⑤t⑤✮
★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✲✻✳✺✸✼❡✰✶✷ ✷✳✽✷✼❡✰✶✷ ✲✷✳✸✶✷ ✵✳✵✷✹✽ ✯
★★ P❖❇▲❆❈■❖◆ ✻✳✺✵✽❡✰✵✻ ✾✳✸✹✶❡✰✵✺ ✻✳✾✻✼ ✺✳✺✾❡✲✵✾ ✯✯✯
★★ ✲✲✲
★★ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶
★★
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦r✿ ✶✳✹✵✸❡✰✶✸ ♦♥ ✺✷ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠
★★ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✹✽✷✽✱❆❞❥✉st❡❞ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✹✼✷✽
★★ ❋✲st❛t✐st✐❝✿ ✹✽✳✺✹ ♦♥ ✶ ❛♥❞ ✺✷ ❉❋✱ ♣✲✈❛❧✉❡✿ ✺✳✺✾✶❡✲✵✾
★ st❛t✳❇P ❂ ◆✯❘✷ ⑦ ❈❤✐✲sq✉❛r❡❞✭❑✲✶✮
st❛t✳❇P ❁✲ ✭s✉♠♠❛r②✭♠♦❞❡❧♦✳❇P✮✩r✳sq✉❛r❡❞✮ ✯ ✭♠♦❞❡❧♦✳❇P✩❞❢✳r❡s✐❞✉❛❧ ✰ ❧❡♥❣t❤✭♠♦❞❡❧♦✳❇P✩❝♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts✮✮




★ ❈❛❧❝✉❧❛♠♦s ❡❧ ♣✲✈❛❧♦r ❛s♦❝✐❛❞♦
✶ ✲ ♣❝❤✐sq✭st❛t✳❇P✱ ❧❡♥❣t❤✭♠♦❞❡❧♦✳❇P✩❝♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts✮ ✲ ✶✮
★★ ❬✶❪ ✸✳✷✾✸✶✶✸❡✲✵✼
Pr♦❜❛r ❧❛ s✐❣✉✐❡♥t❡ r❡❣r❡s✐ó♥ ❛✉①✐❧✐❛r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❛ ✭✈❡rs✐ó♥ ✷✮✿ û2/ cte ŷ ❝♦♥ ❧❛ ❝✉❛❧ s❡ ♦❜t❡♥❞rí❛ ❡①❛❝t❛✲
♠❡♥t❡ ❡❧ ♠✐s♠♦ r❡s✉❧t❛❞♦✳
✷✳✷ ❈♦♥tr❛st❡ ❞❡ ❲❤✐t❡
❙✉♣♦♥✐❡♥❞♦ ✭♣♦r ❞❡❢❡❝t♦✮ q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ ❞❡❧ tér♠✐♥♦ ❞❡ ❡rr♦r ❞❡♣❡♥❞❡ ❞❡❧ ♥✐✈❡❧ ❞❡ ❧♦s ♣r♦♣✐♦s ✈❛❧♦r❡s ❛✲
❥✉st❛❞♦s ② s✉s ❝✉❛❞r❛❞♦s ✭♦ ❞❡ ♦tr♦ ❝♦♥❥✉♥t♦ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛❝✐♦♥❡s ❧✐♥❡❛❧❡s ❞❡ ❧❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r❡❞✐❝t♦r❛s ② s✉s
♣r♦❞✉❝t♦s ❝r✉③❛❞♦s✮✳
❱❛♠♦s ❛ s✉♣♦♥❡r ✉♥❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ✈❛r✐❛♥③❛ ❝✉❛❞rát✐❝❛✿
E(u2i ) = f(a0 + a1 ∗ POBLACIONi) = a0 + a1 ∗ POBLACIONi + a2 ∗ POBLACION2i
❈♦♥tr❛st❡ ❞❡ ❤✐♣ót❡s✐s✿
H0 : a1 = a2 = 0
H1 : ❡♥ ❝❛s♦ ❝♦♥tr❛r✐♦ ✭❡❝❝✮
❊st❛❞íst✐❝♦ ❞❡ ❝♦♥tr❛st❡ ② s✉ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❜❛❥♦ H0 ✭❍♦♠♦❝❡❞❛st✐❝✐❞❛❞✮✳ P ✐♥❞✐❝❛ ❡❧ ♥ú♠❡r♦ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡
❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ❛✉①✐❧✐❛r✳ ❊♥ ❡❧ ❡❥❡♠♣❧♦ P = 3✳
stat.W = n ∗R2 ∼ χ2P−1
❱❡rs✐ó♥ ✶✿ ❘❡❣r❡s✐ó♥ ❛✉①✐❧✐❛r û2/ cte x x2
♠♦❞❡❧♦✳❲❍ ❁✲ ❧♠✭♠♦❞❡❧♦✳❧s✩r❡s✐❞✉❛❧s❫✷ ⑦ P❖❇▲❆❈■❖◆ ✰ ■✭P❖❇▲❆❈■❖◆❫✷✮✱ ❞❛t❛ ❂ ❞❛t♦s✮
s✉♠♠❛r②✭♠♦❞❡❧♦✳❲❍✮ ★ ❱❡rs✐ó♥ ✶✿ r❡s❫✷✴ ❝t❡ ① ①❫✷ ❀
★★
★★ ❈❛❧❧✿
★★ ❧♠✭❢♦r♠✉❧❛ ❂ ♠♦❞❡❧♦✳❧s✩r❡s✐❞✉❛❧s❫✷ ⑦ P❖❇▲❆❈■❖◆ ✰ ■✭P❖❇▲❆❈■❖◆❫✷✮✱
★★ ❞❛t❛ ❂ ❞❛t♦s✮
★★
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧s✿
★★ ▼✐♥ ✶◗ ▼❡❞✐❛♥ ✸◗ ▼❛①
★★ ✲✸✳✻✸✷❡✰✶✸ ✲✶✳✵✹✻❡✰✶✷ ✲✷✳✷✺✸❡✰✶✶ ✼✳✹✻✻❡✰✶✶ ✻✳✶✸✺❡✰✶✸
★★
★★ ❈♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts✿
★★ ❊st✐♠❛t❡ ❙t❞✳ ❊rr♦r t ✈❛❧✉❡ Pr✭❃⑤t⑤✮
★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✹✳✹✽✻❡✰✶✶ ✹✳✵✽✾❡✰✶✷ ✵✳✶✶✵ ✵✳✾✶✸✶
★★ P❖❇▲❆❈■❖◆ ✲✶✳✶✵✺❡✰✵✻ ✸✳✹✹✼❡✰✵✻ ✲✵✳✸✷✶ ✵✳✼✹✾✽
★★ ■✭P❖❇▲❆❈■❖◆❫✷✮ ✶✳✵✾✸❡✰✵✵ ✹✳✼✼✼❡✲✵✶ ✷✳✷✽✼ ✵✳✵✷✻✹ ✯
★★ ✲✲✲
★★ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶
✶✵
★★
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦r✿ ✶✳✸✹✾❡✰✶✸ ♦♥ ✺✶ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠
★★ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✺✸✵✾✱❆❞❥✉st❡❞ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✺✶✷✺
★★ ❋✲st❛t✐st✐❝✿ ✷✽✳✽✻ ♦♥ ✷ ❛♥❞ ✺✶ ❉❋✱ ♣✲✈❛❧✉❡✿ ✹✳✶✹✸❡✲✵✾
★ ❊st❛❞íst✐❝♦ ❞❡❧ ❝♦♥tr❛st❡
st❛t✳❲❍ ❁✲ s✉♠♠❛r②✭♠♦❞❡❧♦✳❲❍✮✩r✳sq✉❛r❡❞ ✯ ✭♠♦❞❡❧♦✳❲❍✩❞❢✳r❡s✐❞✉❛❧ ✰ ❧❡♥❣t❤✭♠♦❞❡❧♦✳❲❍✩❝♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts✮✮
♣r✐♥t✭st❛t✳❲❍✮
★★ ❬✶❪ ✷✽✳✻✻✽✺✸
★ ❈❛❧❝✉❧❛♠♦s ❡❧ ♣✲✈❛❧♦r ❛s♦❝✐❛❞♦
✶ ✲ ♣❝❤✐sq✭st❛t✳❲❍✱ ❧❡♥❣t❤✭♠♦❞❡❧♦✳❲❍✩❝♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts✮ ✲ ✶✮
★★ ❬✶❪ ✺✳✾✺✷✻❡✲✵✼
Pr♦❜❛r ❧❛ s✐❣✉✐❡♥t❡ r❡❣r❡s✐ó♥ ❛✉①✐❧✐❛r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❛ ✭✈❡rs✐ó♥ ✷✮✿ û2/ cte ŷ ŷ2 ❝♦♥ ❧❛ ❝✉❛❧ s❡ ♦❜t❡♥❞rí❛
❡①❛❝t❛♠❡♥t❡ ❡❧ ♠✐s♠♦ r❡s✉❧t❛❞♦✳
✸ ❈♦♥tr❛st❡s ❞❡ ❤❡t❡r♦❝❡❞❛st✐❝✐❞❛❞✿ ❧✐❜r❡rí❛s
✸✳✶ ▲✐❜r❡rí❛ ❧♠t❡st
▲❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ♣❛r❛ ❝❛❧❝✉❧❛r ❡❧ ❝♦♥tr❛st❡ ❞❡ ❇r❡✉s❝❤✲P❛❣❛♥ ② ❡❧ ❝♦♥tr❛st❡ ❞❡ ❲❤✐t❡ ❜❛❥♦ ❧❛ ❧✐❜r❡rí❛ ❧♠t❡st ❡s
❜♣t❡st✳
✸✳✶✳✶ ❈♦♥tr❛st❡ ❞❡ ❇r❡✉s❝❤✲P❛❣❛♥
❈♦♥tr❛st❡ ❞❡ ❤✐♣ót❡s✐s✿
H0 : ❍♦♠♦❝❡❞❛st✐❝✐❞❛❞ ✭❂❆✉s❡♥❝✐❛ ❞❡ ❍❡t❡r♦❝❡❞❛st✐❝✐❞❛❞✮
H1 : ❍❡t❡r♦❝❡❞❛st✐❝✐❞❛❞
❱❡rs✐ó♥ ✶✿ ❯s❛ ❧❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭r❡❣r❡s♦r❡s✮ ♦r✐❣✐♥❛❧❡s ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦✳ ❘❡❣r❡s✐ó♥ ❛✉①✐❧✐❛r✿
û2 = c0 + c1 ∗ POBLACIONi + ǫi
❜♣t❡st✭♠♦❞❡❧♦✳❧s✱ ❞❛t❛ ❂ ❞❛t♦s✮ ★ ❱❡rs✐ó♥ ✶
★★
★★ st✉❞❡♥t✐③❡❞ ❇r❡✉s❝❤✲P❛❣❛♥ t❡st
★★
★★ ❞❛t❛✿ ♠♦❞❡❧♦✳❧s
★★ ❇P ❂ ✷✻✳✵✼✱ ❞❢ ❂ ✶✱ ♣✲✈❛❧✉❡ ❂ ✸✳✷✾✸❡✲✵✼
✶✶
★ ❊s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❛✿
❜♣t❡st✭❢♦r♠✉❧❛ ❂ ♠♦❞❡❧♦✳❧s✱ ✈❛r❢♦r♠✉❧❛ ❂ ⑦P❖❇▲❆❈■❖◆✱ ❞❛t❛ ❂ ❞❛t♦s✮
★★
★★ st✉❞❡♥t✐③❡❞ ❇r❡✉s❝❤✲P❛❣❛♥ t❡st
★★
★★ ❞❛t❛✿ ♠♦❞❡❧♦✳❧s
★★ ❇P ❂ ✷✻✳✵✼✱ ❞❢ ❂ ✶✱ ♣✲✈❛❧✉❡ ❂ ✸✳✷✾✸❡✲✵✼
★ ❊❧ r❡s✉❧t❛❞♦ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ❝♦♥ ❡❧ ❝❛❧❝✉❧❛❞♦ ♠❛♥✉❛❧♠❡♥t❡ ✭✈❡rs✐ó♥ ✶✮
❱❡rs✐ó♥ ✷✿ ❯t✐❧✐③❛ ŷ✳ ❘❡❣r❡s✐ó♥ ❛✉①✐❧✐❛r
û2 = c0 + c1 ∗ ŷi + ǫi
❜♣t❡st✭❢♦r♠✉❧❛ ❂ ♠♦❞❡❧♦✳❧s✱ ✈❛r❢♦r♠✉❧❛ ❂ ⑦❢✐tt❡❞✭♠♦❞❡❧♦✳❧s✮✱ ❞❛t❛ ❂ ❞❛t♦s✮
★★
★★ st✉❞❡♥t✐③❡❞ ❇r❡✉s❝❤✲P❛❣❛♥ t❡st
★★
★★ ❞❛t❛✿ ♠♦❞❡❧♦✳❧s
★★ ❇P ❂ ✷✻✳✵✼✱ ❞❢ ❂ ✶✱ ♣✲✈❛❧✉❡ ❂ ✸✳✷✾✸❡✲✵✼
★ ❊❧ r❡s✉❧t❛❞♦ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ❝♦♥ ❡❧ ❝❛❧❝✉❧❛❞♦ ♠❛♥✉❛❧♠❡♥t❡ ✭✈❡rs✐ó♥ ✷✮
✸✳✶✳✷ ❈♦♥tr❛st❡ ❞❡ ❲❤✐t❡
❈♦♥tr❛st❡ ❞❡ ❤✐♣ót❡s✐s✿
H0 : ❍♦♠♦❝❡❞❛st✐❝✐❞❛❞ ✭❂❆✉s❡♥❝✐❛ ❞❡ ❍❡t❡r♦❝❡❞❛st✐❝✐❞❛❞✮
H1 : ❍❡t❡r♦❝❡❞❛st✐❝✐❞❛❞
❱❡rs✐ó♥ ✶✿ ❯t✐❧✐③❛ ❧♦s r❡❣r❡s♦r❡s✱ s✉s ❝✉❛❞r❛❞♦s ② s✉s ♣r♦❞✉❝t♦s ❝r✉③❛❞♦s✳ ❘❡❣r❡s✐ó♥ ❛✉①✐❧✐❛r✿
û2 = c0 + c1 ∗ POBLACIONi + c2 ∗ POBLACION2i + ǫi
❜♣t❡st✭♠♦❞❡❧♦✳❧s✱ ⑦P❖❇▲❆❈■❖◆ ✰ ■✭P❖❇▲❆❈■❖◆❫✷✮✱ ❞❛t❛ ❂ ❞❛t♦s✮ ★ ❱❡rs✐ó♥ ✶
★★
★★ st✉❞❡♥t✐③❡❞ ❇r❡✉s❝❤✲P❛❣❛♥ t❡st
★★
★★ ❞❛t❛✿ ♠♦❞❡❧♦✳❧s
★★ ❇P ❂ ✷✽✳✻✻✾✱ ❞❢ ❂ ✷✱ ♣✲✈❛❧✉❡ ❂ ✺✳✾✺✸❡✲✵✼
★ ❊❧ r❡s✉❧t❛❞♦ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ❝♦♥ ❡❧ ❝❛❧❝✉❧❛❞♦ ♠❛♥✉❛❧♠❡♥t❡
✶✷
❱❡rs✐ó♥ ✷✿ ❯t✐❧✐③❛ ŷ ② ŷ2✳ ❘❡❣r❡s✐ó♥ ❛✉①✐❧✐❛r✿
û2 = c0 + c1 ∗ ŷi + c2 ∗ ŷ2i + ǫi
❜♣t❡st✭♠♦❞❡❧♦✳❧s✱ ⑦❢✐tt❡❞✭♠♦❞❡❧♦✳❧s✮ ✰ ■✭❢✐tt❡❞✭♠♦❞❡❧♦✳❧s✮❫✷✮✮
★★
★★ st✉❞❡♥t✐③❡❞ ❇r❡✉s❝❤✲P❛❣❛♥ t❡st
★★
★★ ❞❛t❛✿ ♠♦❞❡❧♦✳❧s
★★ ❇P ❂ ✷✽✳✻✻✾✱ ❞❢ ❂ ✷✱ ♣✲✈❛❧✉❡ ❂ ✺✳✾✺✸❡✲✵✼
✸✳✷ ▲✐❜r❡rí❛ ❝❛r
▲❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ♣❛r❛ ❝❛❧❝✉❧❛r ❡❧ ❝♦♥tr❛st❡ ❞❡ ❇r❡✉s❝❤✲P❛❣❛♥ ② ❡❧ ❝♦♥tr❛st❡ ❞❡ ❲❤✐t❡ ❜❛❥♦ ❧❛ ❧✐❜r❡rí❛ ❝❛r ❡s
♥❝✈❚❡st✳ ▲♦s ✈❛❧♦r❡s ◆❖ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥ ❝♦♥ ❧♦s ❝❛❧❝✉❧❛❞♦s ♠❛♥✉❛❧♠❡♥t❡ ② ❝♦♥ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❜♣t❡st ❞❡ ❧❛ ❧✐❜r❡rí❛
❧♠t❡st ♣♦rq✉❡ ❡♥ ❡st❛ ❧✐❜r❡rí❛ ♥♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛ ❧❛ ✈❡rs✐ó♥ st✉❞❡♥t✐③❡ ❞❡❧ ❡st❛❞íst✐❝♦✳ ❯t✐❧✐③❛ ❧❛ ✧✈❡rs✐ó♥ ♦r✐❣✐♥❛❧✧
❞❡❧ ❡st❛❞íst✐❝♦✳ ▲❛ ❞❡s✈❡♥t❛❥❛ ❞❡ ❡s❛ ✧✈❡rs✐ó♥ ♦r✐❣✐♥❛❧✧ ❡s q✉❡ ❡s ♠✉② s❡♥s✐❜❧❡ ❛ ❧❛ ❝✉rt♦s✐s ❞❡ ❧♦s ❡rr♦r❡s✳
✸✳✷✳✶ ❈♦♥tr❛st❡ ❞❡ ❇r❡✉s❝❤✲P❛❣❛♥
❱❛r✐❛♥③❛ ❞❡♣❡♥❞❡ ❞❡ ❧♦s ♣r♦♣✐♦s ✈❛❧♦r❡s ❛❥✉st❛❞♦s✳
♥❝✈❚❡st✭♠♦❞❡❧♦✳❧s✮ ★ ♥♦✲❝♦♥st❛♥t ✈❛r✐❛♥❝❡ ❚❡st
★★ ◆♦♥✲❝♦♥st❛♥t ❱❛r✐❛♥❝❡ ❙❝♦r❡ ❚❡st
★★ ❱❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r♠✉❧❛✿ ⑦ ❢✐tt❡❞✳✈❛❧✉❡s
★★ ❈❤✐sq✉❛r❡ ❂ ✼✹✳✽✵✸✵✸✱ ❉❢ ❂ ✶✱ ♣ ❂ ❁ ✷✳✷✷❡✲✶✻





★★ ❇P ❂ ✼✹✳✽✵✸✱ ❞❢ ❂ ✶✱ ♣✲✈❛❧✉❡ ❁ ✷✳✷❡✲✶✻
❱❛r✐❛♥③❛ ❞❡♣❡♥❞❡ ❞❡ ❧♦s r❡❣r❡s♦r❡s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s✳
♥❝✈❚❡st✭♠♦❞❡❧♦✳❧s✱ ⑦P❖❇▲❆❈■❖◆✮
★★ ◆♦♥✲❝♦♥st❛♥t ❱❛r✐❛♥❝❡ ❙❝♦r❡ ❚❡st
★★ ❱❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r♠✉❧❛✿ ⑦ P❖❇▲❆❈■❖◆
★★ ❈❤✐sq✉❛r❡ ❂ ✼✹✳✽✵✸✵✸✱ ❉❢ ❂ ✶✱ ♣ ❂ ❁ ✷✳✷✷❡✲✶✻






★★ ❇P ❂ ✼✹✳✽✵✸✱ ❞❢ ❂ ✶✱ ♣✲✈❛❧✉❡ ❁ ✷✳✷❡✲✶✻
✸✳✷✳✷ ❈♦♥tr❛st❡ ❞❡ ❲❤✐t❡
❱❛r✐❛♥③❛ ❞❡♣❡♥❞❡ ❧♦s r❡❣r❡s♦r❡s✱ s✉s ❝✉❛❞r❛❞♦s ② s✉s ♣r♦❞✉❝t♦s ❝r✉③❛❞♦s
♥❝✈❚❡st✭♠♦❞❡❧♦✳❧s✱ ⑦P❖❇▲❆❈■❖◆ ✰ ■✭P❖❇▲❆❈■❖◆❫✷✮✮
★★ ◆♦♥✲❝♦♥st❛♥t ❱❛r✐❛♥❝❡ ❙❝♦r❡ ❚❡st
★★ ❱❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r♠✉❧❛✿ ⑦ P❖❇▲❆❈■❖◆ ✰ ■✭P❖❇▲❆❈■❖◆❫✷✮
★★ ❈❤✐sq✉❛r❡ ❂ ✽✷✳✷✺✾✾✽✱ ❉❢ ❂ ✷✱ ♣ ❂ ❁ ✷✳✷✷❡✲✶✻





★★ ❇P ❂ ✽✷✳✷✻✱ ❞❢ ❂ ✷✱ ♣✲✈❛❧✉❡ ❁ ✷✳✷❡✲✶✻
✸✳✸ ❈♦♠♣❛r❛❝✐ó♥ ❡♥tr❡ ❧✐❜r❡rí❛s
➽P♦r q✉é ♥♦ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥ ❧♦s r❡s✉❧t❛❞♦s ❞❡ ❧❛s ❧✐❜r❡rí❛s ❧♠t❡st ② ❝❛r❄
❜♣t❡st✭✳✳✳✳✱st✉❞❡♥t✐③❡❂❚❘❯❊✱✳✳✳✮ ❛♣❛r❡❝❡ ♣♦r ❞❡❢❡❝t♦✳ ➽P♦r q✉é ❞❡❜❡rí❛ ✉s❛r ❧❛ ✈❡rs✐ó♥ ✧❡st✉❞❡♥t✐③❛❞❛✧
❞❡ ❡st♦s ❡st❛❞íst✐❝♦s❄ ❈♦♥s✉❧t❡ ❡❧ s✐❣✉✐❡♥t❡ ❡♥❧❛❝❡✳
P❛r❛ ❡❧ ❝❛s♦ ❞❡ ✉♥ ú♥✐❝♦ r❡❣r❡s♦r✱ s✐ ♥♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛♠♦s ❧❛ ✈❡rs✐ó♥ st✉❞❡♥t✐③❡❞ ❞❡❧ ❡st❛❞íst✐❝♦✱ ❛♠❜♦s ❡st❛❞íst✐❝♦s
❝♦✐♥❝✐❞❡♥✳





★★ ❇P ❂ ✼✹✳✽✵✸✱ ❞❢ ❂ ✶✱ ♣✲✈❛❧✉❡ ❁ ✷✳✷❡✲✶✻
♥❝✈❚❡st✭♠♦❞❡❧♦✳❧s✮
★★ ◆♦♥✲❝♦♥st❛♥t ❱❛r✐❛♥❝❡ ❙❝♦r❡ ❚❡st
★★ ❱❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r♠✉❧❛✿ ⑦ ❢✐tt❡❞✳✈❛❧✉❡s
★★ ❈❤✐sq✉❛r❡ ❂ ✼✹✳✽✵✸✵✸✱ ❉❢ ❂ ✶✱ ♣ ❂ ❁ ✷✳✷✷❡✲✶✻
✶✹
✹ ❙♦❧✉❝✐♦♥❡s ♣❛r❛ ❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❤❡t❡r♦❝❡❞❛st✐❝✐❛❞
▲❛ ❤❡t❡r♦❝❡❞❛st✐❝✐❞❛❞ s✉♣♦♥❡ ❧❛ ✈✐♦❧❛❝✐ó♥ ❞❡❧ s✉♣✉❡st♦ ✧❙✹✧ ❞❡❧ ▼❈❘▲✳
E(u′u) 6= σ2In
E(u2i ) = σ
2
i
Cov(ui, uj) = 0
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✿
E(u′u) = σ2Ω, Ω ♠❛tr✐③ ❞✐❛❣♦♥❛❧
❉❛❞♦ q✉❡ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❡✈✐❞❡♥t❡ ❞❡ ❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝✐❞❛❞✿
✶✳ ❊st✐♠❛r❡♠♦s ❝♦♥s✐st❡♥t❡♠❡♥t❡ ❧❛ ✈❡r❞❛❞❡r❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ ✈❛r✐❛♥③❛s ② ❝♦✈❛r✐❛♥③❛s ❞❡ ❧♦s ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡s ❡st✐✲
♠❛❞♦s ♣♦r ▼❈❖✱ ✉t✐❧✐③❛♥❞♦ ♣♦r ❡❥❡♠♣❧♦ ❡❧ ❡st✐♠❛❞♦r r♦❜✉st♦ ❞❡ ❲❤✐t❡✳
✷✳ ❆♣❧✐❝❛r❡♠♦s ▼í♥✐♠♦s ❈✉❛❞r❛❞♦s P♦♥❞❡r❛❞♦s ✭✇❡✐❣❤t❡❞ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ✲ ❲▲❙✮ ♣❛r❛ ✈❡r s✐ ♣♦❞❡♠♦s
♠❡❥♦r❛r ❧❛ ♣r❡❝✐s✐ó♥ ✭♠❡♥♦r ✈❛r✐❛♥③❛ ❞❡ ❧♦s ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡s ❡st✐♠❛❞♦s✮✳
✸✳ P♦❞❡♠♦s ♣r♦❜❛r ❝♦♥ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛❝✐ó♥ ❧♦❣❛rít♠✐❝❛ ✭♦❥♦ ❝♦♥ ❧❛ ✐♥t❡r♣r❡t❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧♦s ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡s✳
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★★
★★ ▼♦❞❡❧ ✶✿ ●❆❙❚❖❴❚❖❚❆▲❴❋❆▼■▲■❆❙ ⑦ P❖❇▲❆❈■❖◆
★★ ▼♦❞❡❧ ✷✿ ●❆❙❚❖❴❚❖❚❆▲❴❋❆▼■▲■❆❙ ⑦ ✶
★★ ❘❡s✳❉❢ ❉❢ ❋ Pr✭❃❋✮
★★ ✶ ✺✷
★★ ✷ ✺✸ ✲✶ ✷✼✹✳✼✶ ❁ ✷✳✷❡✲✶✻ ✯✯✯
★★ ✲✲✲
★★ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶
✇❛❧❞t❡st✭♠♦❞❡❧♦✳❧s✱ ✈❝♦✈ ❂ ✈❝♦✈❍❈✭♠♦❞❡❧♦✳❧s✱ ✧❍❈✵✧✮✮
★★ ❲❛❧❞ t❡st
★★
★★ ▼♦❞❡❧ ✶✿ ●❆❙❚❖❴❚❖❚❆▲❴❋❆▼■▲■❆❙ ⑦ P❖❇▲❆❈■❖◆
★★ ▼♦❞❡❧ ✷✿ ●❆❙❚❖❴❚❖❚❆▲❴❋❆▼■▲■❆❙ ⑦ ✶
★★ ❘❡s✳❉❢ ❉❢ ❋ Pr✭❃❋✮
★★ ✶ ✺✷
★★ ✷ ✺✸ ✲✶ ✷✼✹✳✼✶ ❁ ✷✳✷❡✲✶✻ ✯✯✯
★★ ✲✲✲
★★ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶
✷✳ ❖tr♦s ❝♦♥tr❛st❡s✿ H0 : β1 = 0 ✈s✳ β1 6= 0
❧✐♥❡❛r❍②♣♦t❤❡s✐s✭♠♦❞❡❧♦✳❧s✱ ✧P❖❇▲❆❈■❖◆❂✵✧✱ ✈❝♦✈ ❂ ❤❝❝♠✭♠♦❞❡❧♦✳❧s✱ t②♣❡ ❂ ❝✭✧❤❝✵✧✮✮✮
★★ ▲✐♥❡❛r ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st
★★
★★ ❍②♣♦t❤❡s✐s✿
★★ P❖❇▲❆❈■❖◆ ❂ ✵
★★
✶✽
★★ ▼♦❞❡❧ ✶✿ r❡str✐❝t❡❞ ♠♦❞❡❧
★★ ▼♦❞❡❧ ✷✿ ●❆❙❚❖❴❚❖❚❆▲❴❋❆▼■▲■❆❙ ⑦ P❖❇▲❆❈■❖◆
★★
★★ ◆♦t❡✿ ❈♦❡❢❢✐❝✐❡♥t ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① s✉♣♣❧✐❡❞✳
★★
★★ ❘❡s✳❉❢ ❉❢ ❋ Pr✭❃❋✮
★★ ✶ ✺✸
★★ ✷ ✺✷ ✶ ✷✼✹✳✼✶ ❁ ✷✳✷❡✲✶✻ ✯✯✯
★★ ✲✲✲
★★ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶
✹✳✷ ▼í♥✐♠♦s ❈✉❛❞r❛❞♦s P♦♥❞❡r❛❞♦s ✭▼❈P✮
❙✉♣✉❡st♦✿ E(u2i ) = f(z
′
iα) ❝♦♥ f(·) ❝♦♥♦❝✐❞❛✱ ❡st✐♠♦ α✱ ✐✳❡✱ s✉♣♦♥❣♦ ✉♥❛ ❢♦r♠❛ ❢✉♥❝✐♦♥❛❧ ❞❡ ❧❛ ❤❡t❡r♦❝❡❞❛s✲
t✐❝✐❞❛❞✳
❊♥ ❡❧ ❝❛s♦ ❞❡ ❤❡t❡r♦❝❡❞❛st✐❝✐❞❛❞ ❧♦s ❡❧❡♠❡♥t♦s ❞❡ ❢✉❡r❛ ❞❡ ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐③ Ω s♦♥ ❝❡r♦✳ ❊♥ ❡st❡
❝❛s♦✱ ❡❧ ❡st✐♠❛❞♦r ❞❡ ▼í♥✐♠♦s ❈✉❛❞r❛❞♦s ●❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦s ❋❛❝t✐❜❧❡s ✭▼❈●❋ ♦ ❋●▲❙ ♣♦r s✉s s✐❣❧❛s ❡♥ ✐♥❣❧és✿
❋❡❛s✐❜❧❡ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ▲❡❛st ❙q✉❛r❡s✮ s❡ ❝♦♥♦❝❡ ❝♦♠♦ ▼í♥✐♠♦s ❈✉❛❞r❛❞♦s P♦♥❞❡r❛❞♦s ✭▼❈P ♦ ❲▲❙ ♣♦r s✉s
s✐❣❧❛s ❡♥ ✐♥❣❧és✿ ❲❡✐❣❤t❡❞ ▲❡❛st ❙q✉❛r❡s✮ ❞♦♥❞❡ ❧♦s ♣❡s♦s ✭✇❡✐❣❤ts✮ s♦♥ ✐♥✈❡rs❛♠❡♥t❡ ♣r♦♣♦r❝✐♦♥❛❧❡s ❛ ❧❛
✈❛r✐❛♥③❛ σ2i ✳ ❊❧ ❡st✐♠❛❞♦r ❞❡ ▼❈P ♠✐♥✐♠✐③❛ ❧❛ s✉♠❛ ❞❡ ❝✉❛❞r❛❞♦s ❞❡ ❧♦s r❡s✐❞✉♦s ♣♦♥❞❡r❛❞♦s ♣♦r ❧♦s ♣❡s♦s
✭✇❡✐❣❤ts✮ wi✿
∑n
i=1 wi ∗ û2i )✳
❖❜t❡♥❡♠♦s r❡s✉❧t❛❞♦s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❝♦♥✿
✶✳ ❊st✐♠❛❝✐ó♥ ▼❈❖ ❝♦♥ ♣❡s♦s✳ ❯t✐❧✐③❛♠♦s ❧❛ ♣♦♥❞❡r❛❝✐ó♥ wi = 1/σ
2
i
✷✳ ❚r❛♥s❢♦r♠❛♠♦s ♠❛♥✉❛❧♠❡♥t❡ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ♣r❡♠✉❧t✐♣❧✐❝❛♥❞♦ ❝❛❞❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣♦r
√
1/σ2i = 1/σi✳
Pr❡st❛❞ ❛t❡♥❝✐ó♥ ❛ ❝ó♠♦ s❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡♥ ❧♦s ♣❡s♦s ❡♥ ❧❛ ❡st✐♠❛❝✐ó♥ ▼❈❖ ②❛ q✉❡ ♥♦ ❡s ❡❧ ✈❛❧♦r ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r✲
♠❛❝✐ó♥ ♠❛♥✉❛❧✳ ❙❡ ❤❛❝❡ ❛sí ♣♦r ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❧♠✳
❱❛♠♦s ❛ ❝♦♠♣r♦❜❛r❧♦ ❝♦♥ ❞♦s ❡❥❡♠♣❧♦s✳
✹✳✷✳✶ ❊❥❡♠♣❧♦ ✶
❙♦s♣❡❝❤♦ q✉❡ ❧❛ ❤❡t❡r♦❝❡❞❛st✐❝✐❞❛❞ ❞❡♣❡♥❞❡ ❞❡❧ r❡❣r❡s♦r POBLACION ✳ ❙✉♣♦♥❣❛♠♦s q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ ❡s





❈❛s♦ ✶✿ ❊st✐♠❛❝✐ó♥ ▼❈❖ ❝♦♥ ♣❡s♦s
✇ ❁✲ ✶✴❞❛t♦s✩P❖❇▲❆❈■❖◆❫✷




★★ ❧♠✭❢♦r♠✉❧❛ ❂ ●❆❙❚❖❴❚❖❚❆▲❴❋❆▼■▲■❆❙ ⑦ P❖❇▲❆❈■❖◆✱ ❞❛t❛ ❂ ❞❛t♦s✱
✶✾
★★ ✇❡✐❣❤ts ❂ ✇✮
★★
★★ ❲❡✐❣❤t❡❞ ❘❡s✐❞✉❛❧s✿
★★ ▼✐♥ ✶◗ ▼❡❞✐❛♥ ✸◗ ▼❛①
★★ ✲✶✳✾✵✾✷ ✲✵✳✺✹✶✻ ✲✵✳✶✵✽✾ ✵✳✺✶✸✹ ✶✳✾✺✵✽
★★
★★ ❈♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts✿
★★ ❊st✐♠❛t❡ ❙t❞✳ ❊rr♦r t ✈❛❧✉❡ Pr✭❃⑤t⑤✮
★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✸✳✾✽✶❡✰✵✹ ✻✳✽✷✻❡✰✵✹ ✵✳✺✽✸ ✵✳✺✻✷
★★ P❖❇▲❆❈■❖◆ ✺✳✻✷✹❡✰✵✵ ✶✳✹✻✸❡✲✵✶ ✸✽✳✹✹✾ ❁✷❡✲✶✻ ✯✯✯
★★ ✲✲✲
★★ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶
★★
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦r✿ ✵✳✽✻✹✹ ♦♥ ✺✷ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠
★★ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✾✻✻✱❆❞❥✉st❡❞ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✾✻✺✹
★★ ❋✲st❛t✐st✐❝✿ ✶✹✼✽ ♦♥ ✶ ❛♥❞ ✺✷ ❉❋✱ ♣✲✈❛❧✉❡✿ ❁ ✷✳✷❡✲✶✻
❘❡♣r❡s❡♥t❛❝✐ó♥ ❣rá✜❝❛ ❞❡❧ r❡s✉❧t❛❞♦✳
♣❧♦t✭●❆❙❚❖❴❚❖❚❆▲❴❋❆▼■▲■❆❙ ⑦ P❖❇▲❆❈■❖◆✱ ❞❛t❛ ❂ ❞❛t♦s✮
❛❜❧✐♥❡✭♠♦❞❡❧♦✳♣❧s✱ ❝♦❧ ❂ ✷✮












































➽❍❡♠♦s ❝♦rr❡❣✐❞♦ ❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❤❡t❡r♦❝❡❞❛st✐❝✐❞❛❞❄ P❛r❛ r❡s♣♦♥❞❡r ❛ ❡st❛ ♣r❡❣✉♥t❛ ❤❛❝❡♠♦s ❧❛ ❞✐❛❣♥♦s✐s
❞❡ ❧♦s r❡s✐❞✉♦s✳
P✉♥t♦ ❝rít✐❝♦ ❡♥ ❡❧ q✉❡ ♥♦s ♣♦❞❡♠♦s ❡q✉✐✈♦❝❛r✿ ➽◗✉é r❡s✐❞✉♦s t❡♥❡♠♦s q✉❡ ❝♦❣❡r❄
♣❛r✭♠❢r♦✇ ❂ ❝✭✷✱ ✷✮✮
♣❧♦t✭r❡s✐❞✉❛❧s✭♠♦❞❡❧♦✳♣❧s✮❫✷✱ t②♣❡ ❂ ✧❧✧✮
♣❧♦t✭✇❡✐❣❤t❡❞✳r❡s✐❞✉❛❧s✭♠♦❞❡❧♦✳♣❧s✮❫✷✱ t②♣❡ ❂ ✧❧✧✮ ★ ❖❏❖✦✦✦
✷✵
♣❛r✭♠❢r♦✇ ❂ ❝✭✷✱ ✷✮✮ ★ ❘❡s❡t t♦ ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡
































































★★ ✶ ✲✺✸✶✻✷✶✺✳✾ ✲✵✳✼✷✼✼✸✽✻✹
★★ ✷ ✷✺✼✵✺✶✳✾ ✵✳✷✶✻✺✽✸✹✽
★★ ✸ ✲✶✵✵✵✵✼✳✸ ✲✵✳✵✾✷✷✸✵✾✽
✷✶
★★ ✹ ✲✶✵✸✶✷✸✳✷ ✲✵✳✶✷✺✹✽✶✺✵
★★ ✺ ✲✶✸✻✻✾✾✽✳✾ ✲✵✳✽✶✼✷✹✻✷✾
★★ ✻ ✶✷✼✵✽✻✳✾ ✵✳✷✹✵✹✼✼✷✶
t❛✐❧✭❝❜✐♥❞✭r❡s✐❞✉❛❧s✭♠♦❞❡❧♦✳♣❧s✮✱ ✇❡✐❣❤t❡❞✳r❡s✐❞✉❛❧s✭♠♦❞❡❧♦✳♣❧s✮✮✮
★★ ❬✱✶❪ ❬✱✷❪
★★ ✹✾ ✶✵✶✺✹✼✷✺✳✽✽ ✶✳✾✺✵✽✵✸✶
★★ ✺✵ ✷✵✵✶✽✽✳✸✽ ✵✳✶✼✹✶✼✽✻
★★ ✺✶ ✼✾✶✶✹✷✳✾✺ ✶✳✹✺✹✾✺✻✽
★★ ✺✷ ✸✶✾✹✾✶✼✳✾✼ ✶✳✺✷✷✹✵✼✸
★★ ✺✸ ✶✸✻✵✸✼✳✽✹ ✵✳✺✶✹✾✹✼✻
★★ ✺✹ ✶✺✸✽✸✳✽✷ ✵✳✶✵✽✼✶✻✺
◆♦ t❡♥❣♦ ♠✉② ❝❧❛r♦ q✉é ❝❛❧❝✉❧❛ r❡s✐❞✭♠♦❞❡❧♦✳♣❧s✮ ♣♦rq✉❡ t❛♠♣♦❝♦ s♦♥ ❧♦s r❡s✐❞✉♦s ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ♦r✐❣✐♥❛❧✳
◆♦t❛r q✉❡ ❧❛ ❡st✐♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s β ❞❡ ❧♦s ❞♦s ♠♦❞❡❧♦s ❡s ❞✐st✐♥t❛✳
❤❡❛❞✭❝❜✐♥❞✭r❡s✐❞✉❛❧s✭♠♦❞❡❧♦✳❧s✮✱ r❡s✐❞✉❛❧s✭♠♦❞❡❧♦✳♣❧s✮✮✮
★★ ❬✱✶❪ ❬✱✷❪
★★ ✶ ✲✻✻✾✽✷✺✵✳✾✼✵ ✲✺✸✶✻✷✶✺✳✾
★★ ✷ ✷✼✾✹✵✺✳✷✻✵ ✷✺✼✵✺✶✳✾
★★ ✸ ✲✺✹✶✶✽✳✵✼✶ ✲✶✵✵✵✵✼✳✸
★★ ✹ ✸✵✶✽✳✾✾✸ ✲✶✵✸✶✷✸✳✷
★★ ✺ ✲✶✹✺✻✶✻✺✳✸✶✼ ✲✶✸✻✻✾✾✽✳✾
★★ ✻ ✸✵✵✺✻✷✳✽✾✸ ✶✷✼✵✽✻✳✾
t❛✐❧✭❝❜✐♥❞✭r❡s✐❞✉❛❧s✭♠♦❞❡❧♦✳❧s✮✱ r❡s✐❞✉❛❧s✭♠♦❞❡❧♦✳♣❧s✮✮✮
★★ ❬✱✶❪ ❬✱✷❪
★★ ✹✾ ✾✷✺✹✻✺✽✳✹ ✶✵✶✺✹✼✷✺✳✽✽
★★ ✺✵ ✷✸✶✶✺✹✳✸ ✷✵✵✶✽✽✳✸✽
★★ ✺✶ ✾✻✶✶✶✶✳✽ ✼✾✶✶✹✷✳✾✺
★★ ✺✷ ✸✵✵✼✾✽✽✳✽ ✸✶✾✹✾✶✼✳✾✼
★★ ✺✸ ✸✼✵✶✽✶✳✸ ✶✸✻✵✸✼✳✽✹
★★ ✺✹ ✷✼✼✻✽✺✳✾ ✶✺✸✽✸✳✽✷
❊♥ ♣r✐♠❡r ❧✉❣❛r✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t♦ ❡❧ ❝♦♥tr❛st❡ ❞❡ ❤❡t❡r♦❝❡❞❛st✐❝✐❞❛❞ ❞❡ ❲❤✐t❡ ♠❛♥✉❛❧♠❡♥t❡ ♣❛r❛ ❝♦♠♣❛r❛r❧♦ ❝♦♥
❧♦s ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐❜r❡rí❛✳ ❍❛❝❡♠♦s ❡st♦ ♣♦rq✉❡ q✉❡r❡♠♦s ✈❡r s✐ ❧❛ ❧✐❜r❡rí❛ ❢✉♥❝✐♦♥❛ ❜✐❡♥ ❝♦♥ ❲▲❙✳




★★ ❧♠✭❢♦r♠✉❧❛ ❂ r❡s✐❞✉♦s✳♣❧s❫✷ ⑦ P❖❇▲❆❈■❖◆ ✰ ■✭P❖❇▲❆❈■❖◆❫✷✮✱ ❞❛t❛ ❂ ❞❛t♦s✮
★★
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧s✿
★★ ▼✐♥ ✶◗ ▼❡❞✐❛♥ ✸◗ ▼❛①
✷✷
★★ ✲✵✳✽✺✺✹ ✲✵✳✻✵✽✶ ✲✵✳✸✹✺✽ ✵✳✹✵✸✺ ✸✳✵✵✵✹
★★
★★ ❈♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts✿
★★ ❊st✐♠❛t❡ ❙t❞✳ ❊rr♦r t ✈❛❧✉❡ Pr✭❃⑤t⑤✮
★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✹✳✾✺✹❡✲✵✶ ✷✳✼✹✼❡✲✵✶ ✶✳✽✵✹ ✵✳✵✼✼✷ ✳
★★ P❖❇▲❆❈■❖◆ ✶✳✺✷✾❡✲✵✼ ✷✳✸✶✻❡✲✵✼ ✵✳✻✻✵ ✵✳✺✶✷✶
★★ ■✭P❖❇▲❆❈■❖◆❫✷✮ ✲✶✳✷✼✾❡✲✶✹ ✸✳✷✵✾❡✲✶✹ ✲✵✳✸✾✾ ✵✳✻✾✶✽
★★ ✲✲✲
★★ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶
★★
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦r✿ ✵✳✾✵✻✹ ♦♥ ✺✶ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠
★★ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✵✷✹✹✱❆❞❥✉st❡❞ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✲✵✳✵✶✸✽✻
★★ ❋✲st❛t✐st✐❝✿ ✵✳✻✸✼✼ ♦♥ ✷ ❛♥❞ ✺✶ ❉❋✱ ♣✲✈❛❧✉❡✿ ✵✳✺✸✷✼
st❛t✳❲❍✳♣❧s ❁✲ s✉♠♠❛r②✭❛✉①❤❡tr❡❣✮✩r✳sq✉❛r❡❞ ✯ ✭❛✉①❤❡tr❡❣✩❞❢✳r❡s✐❞✉❛❧ ✰ ❧❡♥❣t❤✭❛✉①❤❡tr❡❣✩❝♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts✮✮
♣r✐♥t✭st❛t✳❲❍✳♣❧s✮
★★ ❬✶❪ ✶✳✸✶✼✹✾✾
✶ ✲ ♣❝❤✐sq✭st❛t✳❲❍✳♣❧s✱ ❧❡♥❣t❤✭❛✉①❤❡tr❡❣✩❝♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts✮ ✲ ✶✮
★★ ❬✶❪ ✵✳✺✶✼✹✾✽✷
❆ ❝♦♥t✐♥✉❛❝✐ó♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛♠♦s ❡❧ ❝♦♥tr❛st❡ ❞❡ ❇r❡✉s❤✲P❛❣❛♥ ✭❇P✮ ② ❡❧ ❝♦♥tr❛st❡ ❞❡ ❲❤✐t❡ ❝♦♥ ❧❛ ❧✐❜r❡rí❛
❧♠t❡st✳ ❊❧ ❈♦♥tr❛st❡ ❞❡ ❇P ✉s❛ ❧❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s✳
❜♣t❡st✭♠♦❞❡❧♦✳♣❧s✱ ❞❛t❛ ❂ ❞❛t♦s✮
★★
★★ st✉❞❡♥t✐③❡❞ ❇r❡✉s❝❤✲P❛❣❛♥ t❡st
★★
★★ ❞❛t❛✿ ♠♦❞❡❧♦✳♣❧s
★★ ❇P ❂ ✷✻✳✵✼✱ ❞❢ ❂ ✶✱ ♣✲✈❛❧✉❡ ❂ ✸✳✷✾✸❡✲✵✼
❊❧ ❝♦♥tr❛st❡ ❞❡ ❲❤✐t❡ s❡ ♦❜t✐❡♥❡ ♣♦♥✐❡♥❞♦ ❝✉❛❞r❛❞♦s ② ♣r♦❞✉❝t♦s ❝r✉③❛❞♦s✳
❜♣t❡st✭♠♦❞❡❧♦✳♣❧s✱ ⑦P❖❇▲❆❈■❖◆ ✰ ■✭P❖❇▲❆❈■❖◆❫✷✮✱ ❞❛t❛ ❂ ❞❛t♦s✮
★★
★★ st✉❞❡♥t✐③❡❞ ❇r❡✉s❝❤✲P❛❣❛♥ t❡st
★★
★★ ❞❛t❛✿ ♠♦❞❡❧♦✳♣❧s
★★ ❇P ❂ ✷✽✳✻✻✾✱ ❞❢ ❂ ✷✱ ♣✲✈❛❧✉❡ ❂ ✺✳✾✺✸❡✲✵✼
■▼P❖❘❚❆◆❚❊✿ ❈♦♠♣r♦❜❛♠♦s q✉❡ ❡❧ ✈❛❧♦r ❞❡❧ ❡st❛❞íst✐❝♦ ❡s ❡❧ ♠✐s♠♦ q✉❡ ♦❜t❡♥í❛♠♦s ❝♦♥ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ♦r✐❣✐♥❛❧✳
✷✸
❜♣t❡st✭♠♦❞❡❧♦✳❧s✱ ⑦P❖❇▲❆❈■❖◆ ✰ ■✭P❖❇▲❆❈■❖◆❫✷✮✱ ❞❛t❛ ❂ ❞❛t♦s✮
★★
★★ st✉❞❡♥t✐③❡❞ ❇r❡✉s❝❤✲P❛❣❛♥ t❡st
★★
★★ ❞❛t❛✿ ♠♦❞❡❧♦✳❧s
★★ ❇P ❂ ✷✽✳✻✻✾✱ ❞❢ ❂ ✷✱ ♣✲✈❛❧✉❡ ❂ ✺✳✾✺✸❡✲✵✼
❊❧ t❡st ❧♠t❡st✿✿❜♣t❡st ❢❛❧❧❛ ♣♦rq✉❡ ♥♦ t✐❡♥❡ ❡♥ ❝✉❡♥t❛ ❧♦s r❡s✐❞✉♦s ♣♦♥❞❡r❛❞♦s✱ q✉❡ s♦♥ ❧♦s q✉❡ ❤❛❜rí❛ q✉❡
✉t✐❧✐③❛r✳ ❯t✐❧✐③❛ ❧♦s r❡s✐❞✉♦s ♥♦ ♣♦❞❡r❛❞♦s ✭❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ♦r✐❣✐♥❛❧✮✳ ❊♥t♦♥❝❡s✱ ➽q✉é ❤❛❝❡r ❝✉❛♥❞♦ ❝❛❧❝✉❧❛♠♦s
❲▲❙ ② q✉❡r❡♠♦s ✈❡r s✐ ❧♦s r❡s✐❞✉♦s t✐❡♥❡♥ ♦ ♥♦ ❤❡t❡r♦❝❡❞❛st✐❝✐❞❛❞❄
❛✳ ❙✐ ♣♦❞❡♠♦s ❛❝❡♣t❛r ❧❛ ❤✐♣ót❡s✐s ❞❡ ❡rr♦r❡s ♥♦r♠❛❧❡s✱ ✉t✐❧✐③❛r ❝❛r✿✿♥❝✈❚❡st✳
❜✳ ❙✐ ♥♦ ♣♦❞❡♠♦s ❛❝❡♣t❛r ❧❛ ❤✐♣ót❡s✐s ❞❡ ❡rr♦r❡s ♥♦r♠❛❧❡s✱ ❝❛❧❝✉❧❛r ❡❧ ❡st❛❞íst✐❝♦ ❝♦♥ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ tr❛♥s❢♦r✲
♠❛❞♦ ♠❛♥✉❛❧♠❡♥t❡✳
❆ ❝♦♥t✐♥✉❛❝✐ó♥ ❝❛❧❝✉❧❛♠♦s ❧♦s ❝♦♥tr❛st❡s ❇P ② ✇❤✐t❡ ✉t✐❧✐③❛♥❞♦ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❝❛r✿✿♥❝✈❚❡st✳
★ ❇r❡✉s❝❤✲P❛❣❛♥✱ ✈❛r✐❛♥③❛ ❞❡♣❡♥❞❡ ❞❡ ❧♦s ♣r♦♣✐♦s ✈❛❧♦r❡s ❛❥✉st❛❞♦s
♥❝✈❚❡st✭♠♦❞❡❧♦✳♣❧s✮
★★ ◆♦♥✲❝♦♥st❛♥t ❱❛r✐❛♥❝❡ ❙❝♦r❡ ❚❡st
★★ ❱❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r♠✉❧❛✿ ⑦ ❢✐tt❡❞✳✈❛❧✉❡s
★★ ❈❤✐sq✉❛r❡ ❂ ✵✳✽✽✺✽✺✷✽✱ ❉❢ ❂ ✶✱ ♣ ❂ ✵✳✸✹✻✻
★ ❇r❡✉s❝❤✲P❛❣❛♥✱ ✉s❛ ❧❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s
♥❝✈❚❡st✭♠♦❞❡❧♦✳♣❧s✱ ⑦P❖❇▲❆❈■❖◆✮
★★ ◆♦♥✲❝♦♥st❛♥t ❱❛r✐❛♥❝❡ ❙❝♦r❡ ❚❡st
★★ ❱❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r♠✉❧❛✿ ⑦ P❖❇▲❆❈■❖◆
★★ ❈❤✐sq✉❛r❡ ❂ ✵✳✽✽✺✽✺✷✽✱ ❉❢ ❂ ✶✱ ♣ ❂ ✵✳✸✹✻✻
★ ❲❤✐t❡✱ ♣♦♥✐❡♥❞♦ ❝✉❛❞r❛❞♦s ② ♣r♦❞✉❝t♦s ❝r✉③❛❞♦s
♥❝✈❚❡st✭♠♦❞❡❧♦✳♣❧s✱ ⑦P❖❇▲❆❈■❖◆ ✰ ■✭P❖❇▲❆❈■❖◆❫✷✮✮
★★ ◆♦♥✲❝♦♥st❛♥t ❱❛r✐❛♥❝❡ ❙❝♦r❡ ❚❡st
★★ ❱❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r♠✉❧❛✿ ⑦ P❖❇▲❆❈■❖◆ ✰ ■✭P❖❇▲❆❈■❖◆❫✷✮
★★ ❈❤✐sq✉❛r❡ ❂ ✶✳✵✶✶✾✽✻✱ ❉❢ ❂ ✷✱ ♣ ❂ ✵✳✻✵✷✾✶
❈♦♥ ❲▲❙ s❡ ♣✉❡❞❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛r t❛♠❜✐é♥ ❧♦s ❡rr♦r❡s ❡stá♥❞❛r ✭❙❊ ♣♦r s✉s s✐❣❧❛s ❡♥ ✐♥❣❧és✱ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs✮
r♦❜✉st♦s ❛ ❤❡t❡r♦❝❡❞❛st✐❝✐❛❞ ♣❡r♦✱ ➽t✐❡♥❡ s❡♥t✐❞♦❄ ❘❡❝♦r❞❛❞ q✉❡ ♣❛r❛ ❡st✐♠❛r ♣♦r ❲▲❙ ❡st♦② s✉♣♦♥✐❡♥❞♦
✉♥❛ ❢♦r♠❛ ❢✉♥❝✐♦♥❛❧ ♣❛r❛ ❧❛ ❤❡t❡r♦❝❡❞❛st✐❝✐❞❛❞✳
❝♦❡❢t❡st✭♠♦❞❡❧♦✳♣❧s✱ s❛♥❞✇✐❝❤✮
★★
★★ t t❡st ♦❢ ❝♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts✿
✷✹
★★
★★ ❊st✐♠❛t❡ ❙t❞✳ ❊rr♦r t ✈❛❧✉❡ Pr✭❃⑤t⑤✮
★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✸✳✾✽✶✹❡✰✵✹ ✸✳✼✻✻✺❡✰✵✹ ✶✳✵✺✼ ✵✳✷✾✺✹
★★ P❖❇▲❆❈■❖◆ ✺✳✻✷✹✷❡✰✵✵ ✶✳✹✹✵✺❡✲✵✶ ✸✾✳✵✹✷ ❁✷❡✲✶✻ ✯✯✯
★★ ✲✲✲
★★ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶
❈♦♠♦ ❝♦♥❝❧✉s✐ó♥ s♦❜r❡ ❧❛s ❧✐❜r❡rí❛s ❛♥❛❧✐③❛♠♦s ❧♦s ♣r♦s ② ❝♦♥tr❛s ❞❡ ❝❛❞❛ ✉♥❛ ❞❡ ❡❧❧❛s✳
❋✉♥❝✐ó♥ ❧♠t❡st✿✿❜♣t❡st✿
♣r♦s ❈❛❧❝✉❧❛ ✉♥❛ ✈❡rs✐ó♥ st✉❞❡♥t✐③❡ ❞❡❧ ❡st❛❞íst✐❝♦ ❝♦♥ ✉♥ ♥✐✈❡❧ ❞❡ s✐❣♥✐✜❝❛❝✐ó♥ ❛s✐♥tót✐❝♦ ❝♦rr❡❝t♦ ❛✉♥
❝✉❛♥❞♦ ❧♦s ❡rr♦r❡s ♥♦ s❡❛♥ ♥♦r♠❛❧❡s✳
❝♦♥s ◆♦ ❢✉♥❝✐♦♥❛ s✐ ❡st✐♠❛♠♦s ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❧♠ ❝♦♥ ♣❡s♦s ✭✇❡✐❣❤ts ♣♦rq✉❡ ✉t✐❧✐③❛ ❧♦s r❡s✐❞✉♦s s✐♥ ♣♦♥❞❡r❛r✳
❊st❛ ❢✉♥❝✐ó♥ r❡q✉✐❡r❡ ✉♥❛ ❢ór♠✉❧❛✱ ②❛ s❡❛ ✉♥❛ ❞❡s❝r✐♣❝✐ó♥ s✐♠❜ó❧✐❝❛ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❛ ❝♦♥tr❛st❛r ♦ ✉♥ ♦❜❥❡t♦ ❧♠
❛❥✉st❛❞♦ ✭✜tt❡❞✮✳❙✐ tr❛♥s❢♦r♠♦ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ♠❛♥✉❛❧♠❡♥t❡✱ ♣✉❡❞♦ ✉t✐❧✐③❛r ❧♠t❡st✿✿❜♣t❡st s✐♥ ♣r♦❜❧❡♠❛s✳
❋✉♥❝✐ó♥ ❝❛r✿✿♥❝✈❚❡st✿
♣r♦s ❋✉♥❝✐♦♥❛ ❝♦♥ ❝✉❛❧q✉✐❡r ♠♦❞❡❧♦ ♣r♦❞✉❝✐❞♦ ♣♦r ❧♠✱ ②❛ s❡❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♦ ✉♥✇❡✐❣❤t❡❞✳
❝♦♥s ❈❛❧❝✉❧❛ ❧❛ ✈❡rs✐ó♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❡ ❡st❛❞íst✐❝♦ q✉❡ ❡s ♠✉② s❡♥s✐❜❧❡ ❛ ❧❛ ❝✉rt♦s✐s ❞❡ ❧♦s ❡rr♦r❡s✳ ❙♦❧♦ t✐❡♥❡ ✉♥
♥✐✈❡❧ ❞❡ s✐❣♥✐✜❝❛❝✐ó♥ ❛s✐♥tót✐❝♦ ❝♦rr❡❝t♦ ❜❛❥♦ ❡rr♦r❡s ♥♦r♠❛❧❡s
❈❛s♦ ✷✿ ❊st✐♠❛❝✐ó♥ ▼❈❖ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ tr❛♥s❢♦r♠❛❞♦ ♠❛♥✉❛❧♠❡♥t❡
▼♦❞❡❧♦ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦♥ y = GASTO ② x = POBLACION ✿
y = β0 + β1x+ u
❚r❛♥s❢♦r♠❛❝✐ó♥ ❝♦♥ V ar(u) = POBLACION2✿
[y = β0 + β1x+ u] ∗ (1/
√
POBLACION2)




















❊❧ ❡rr♦r u∗ ❝✉♠♣❧❡ t♦❞♦s ❧♦s s✉♣✉❡st♦s ❞❡❧ ▼❈❘▲ ♣♦r ❡s♦ ❧♦ ♣✉❡❞♦ ❡st✐♠❛r ♣♦r ▼❈❖✳ ❊❧ ♠♦❞❡❧♦ tr❛♥s❢♦r✲




②st❛r ❁✲ ❞❛t♦s✩●❆❙❚❖❴❚❖❚❆▲❴❋❆▼■▲■❆❙ ✯ ✇❴s❞
①st❛r ❁✲ ❞❛t♦s✩P❖❇▲❆❈■❖◆ ✯ ✇❴s❞
❝t❡st❛r ❁✲ ✇❴s❞
❊st✐♠❛❝✐ó♥ ▼❈❖ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ tr❛♥s❢♦r♠❛❞♦✳ ❊❧ ♠♦❞❡❧♦ tr❛♥s❢♦r♠❛❞♦ ♥♦ t✐❡♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✱ t✐❡♥❡ ctestar q✉❡
❡♥ r❡❛❧✐❞❛❞ ♥♦ ❡s ✉♥ ✈❡❝t♦r ❞❡ ✉♥♦s✳




★★ ❧♠✭❢♦r♠✉❧❛ ❂ ②st❛r ⑦ ❝t❡st❛r ✰ ①st❛r ✲ ✶✱ ❞❛t❛ ❂ ❞❛t♦s✮
★★
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧s✿
★★ ▼✐♥ ✶◗ ▼❡❞✐❛♥ ✸◗ ▼❛①
★★ ✲✶✳✾✵✾✷ ✲✵✳✺✹✶✻ ✲✵✳✶✵✽✾ ✵✳✺✶✸✹ ✶✳✾✺✵✽
★★
★★ ❈♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts✿
★★ ❊st✐♠❛t❡ ❙t❞✳ ❊rr♦r t ✈❛❧✉❡ Pr✭❃⑤t⑤✮
★★ ❝t❡st❛r ✸✳✾✽✶❡✰✵✹ ✻✳✽✷✻❡✰✵✹ ✵✳✺✽✸ ✵✳✺✻✷
★★ ①st❛r ✺✳✻✷✹❡✰✵✵ ✶✳✹✻✸❡✲✵✶ ✸✽✳✹✹✾ ❁✷❡✲✶✻ ✯✯✯
★★ ✲✲✲
★★ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶
★★
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦r✿ ✵✳✽✻✹✹ ♦♥ ✺✷ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠
★★ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✾✼✽✶✱❆❞❥✉st❡❞ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✾✼✼✸
★★ ❋✲st❛t✐st✐❝✿ ✶✶✻✹ ♦♥ ✷ ❛♥❞ ✺✷ ❉❋✱ ♣✲✈❛❧✉❡✿ ❁ ✷✳✷❡✲✶✻
✉✳st❛r ❁✲ r❡s✐❞✉❛❧s✭♠♦❞❡❧♦✳st❛r✮
P♦❞❡♠♦s ❡①tr❛❡r ❧❛s s✐❣✉✐❡♥t❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥❡s✿
✶✳ ▼❈❖ ② ❲▲❙ ♥♦ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥ ♣♦rq✉❡ ❧♦s r❡❣r❡s♦r❡s s♦♥ ❞✐st✐♥t♦s
✷✳ ❲▲❙ ✭❝♦❧✉♠♥❛s ✷ ② ✸✮ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥✱ ❝❛❧❝✉❧❛❞♦s ♠❛♥✉❛❧♠❡♥t❡ ♦ ❝♦♥ ❧♦s ♣❡s♦s






★★ ❝♦❡❢❢✐❝✐❡♥t ❖▲❙ ❖▲❙
★★ t❡st
★★ ✭✶✮ ✭✷✮ ✭✸✮
★★ ✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲














★★ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✺✹ ✺✹
★★ ❘✷ ✵✳✾✻✻ ✵✳✾✼✽
★★ ❆❞❥✉st❡❞ ❘✷ ✵✳✾✻✺ ✵✳✾✼✼
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧ ❙t❞✳ ❊rr♦r ✭❞❢ ❂ ✺✷✮ ✵✳✽✻✹ ✵✳✽✻✹
★★ ❋ ❙t❛t✐st✐❝ ✶✱✹✼✽✳✸✻✷✯✯✯ ✭❞❢ ❂ ✶❀ ✺✷✮ ✶✱✶✻✸✳✽✾✶✯✯✯ ✭❞❢ ❂ ✷❀ ✺✷✮
★★ ❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂
★★ ◆♦t❡✿ ✯♣❁✵✳✶❀ ✯✯♣❁✵✳✵✺❀ ✯✯✯♣❁✵✳✵✶
✸✳ ▲♦s r❡s✐❞✉♦s ❝❛❧❝✉❧❛❞♦s ❝♦♥ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ tr❛♥s❢♦r♠❛❞♦ ② ❧♦s ❝❛❧❝✉❧❛❞♦s ❝♦♥ ♣❡s♦s ❝♦✐♥❝✐❞❡♥
❤❡❛❞✭❝❜✐♥❞✭✉✳st❛r✱ ✇❡✐❣❤t❡❞✳r❡s✐❞✉❛❧s✭♠♦❞❡❧♦✳♣❧s✮✮✮
★★ ✉✳st❛r
★★ ✶ ✲✵✳✼✷✼✼✸✽✻✹ ✲✵✳✼✷✼✼✸✽✻✹
★★ ✷ ✵✳✷✶✻✺✽✸✹✽ ✵✳✷✶✻✺✽✸✹✽
★★ ✸ ✲✵✳✵✾✷✷✸✵✾✽ ✲✵✳✵✾✷✷✸✵✾✽
★★ ✹ ✲✵✳✶✷✺✹✽✶✺✵ ✲✵✳✶✷✺✹✽✶✺✵
★★ ✺ ✲✵✳✽✶✼✷✹✻✷✾ ✲✵✳✽✶✼✷✹✻✷✾
★★ ✻ ✵✳✷✹✵✹✼✼✷✶ ✵✳✷✹✵✹✼✼✷✶
t❛✐❧✭❝❜✐♥❞✭✉✳st❛r✱ ✇❡✐❣❤t❡❞✳r❡s✐❞✉❛❧s✭♠♦❞❡❧♦✳♣❧s✮✮✮
★★ ✉✳st❛r
★★ ✹✾ ✶✳✾✺✵✽✵✸✶ ✶✳✾✺✵✽✵✸✶
★★ ✺✵ ✵✳✶✼✹✶✼✽✻ ✵✳✶✼✹✶✼✽✻
★★ ✺✶ ✶✳✹✺✹✾✺✻✽ ✶✳✹✺✹✾✺✻✽
★★ ✺✷ ✶✳✺✷✷✹✵✼✸ ✶✳✺✷✷✹✵✼✸
★★ ✺✸ ✵✳✺✶✹✾✹✼✻ ✵✳✺✶✹✾✹✼✻
★★ ✺✹ ✵✳✶✵✽✼✶✻✺ ✵✳✶✵✽✼✶✻✺
✹✳ ❈♦♠♣r♦❜❛♠♦s q✉❡ ♣❛r❛ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ tr❛♥s❢♦r♠❛❞♦ ♠❛♥✉❛❧♠❡♥t❡✱ ❡❧ ❝♦♥tr❛st❡ ❞❡ ❲❤✐t❡ ❝❛❧❝✉❧❛❞♦ ❝♦♥ ❧❛
❧✐❜r❡rí❛ ❧♠t❡st✿✿❜♣t❡st sí ❝♦✐♥❝✐❞❡ ❝♦♥ ❡❧ ✈❛❧♦r ❞❡❧ ❝♦♥tr❛st❡ q✉❡ ❝❛❧❝✉❧❛♠♦s ♠❛♥✉❛❧♠❡♥t❡✳ P♦r ❧♦
t❛♥t♦✱ s✐ tr❛♥s❢♦r♠❛♠♦s ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ♠❛♥✉❛❧♠❡♥t❡✱ sí ♣♦❞❡♠♦s ✉s❛r ❧❛ ❧✐❜❡rí❛ ❧♠t❡st✿✿❜♣t❡st✳
❜♣t❡st✭♠♦❞❡❧♦✳st❛r✱ ⑦P❖❇▲❆❈■❖◆ ✰ ■✭P❖❇▲❆❈■❖◆❫✷✮✱ ❞❛t❛ ❂ ❞❛t♦s✮
★★




★★ ❇P ❂ ✶✳✸✶✼✺✱ ❞❢ ❂ ✷✱ ♣✲✈❛❧✉❡ ❂ ✵✳✺✶✼✺
♣r✐♥t✭st❛t✳❲❍✳♣❧s✮
★★ ❬✶❪ ✶✳✸✶✼✹✾✾
✺✳ ❊❧ ❡st❛❞íst✐❝♦ ❝❛❧❝✉❧❛❞♦ ❝♦♥ ❧❛ ❧✐❜r❡rí❛ ❝❛r✿✿♥❝✈❚❡st ❝♦✐♥❝✐❞❡ ❝♦♥ ❡❧ ✈❛❧♦r ❝❛❧❝✉❧❛❞♦ ❛ ♣❛rt✐r ❞❡❧ ♠♦❞✲
❡❧♦ tr❛♥s❢♦r♠❛❞♦ ♠❛♥✉❛❧♠❡♥t❡✳ ❊st♦ ❞❡♠✉❡str❛ q✉❡ ❡st❛ ❧✐❜r❡rí❛ sí ❡stá ✉s❛♥❞♦ ❜✐❡♥ ❧♦s r❡s✐❞✉♦s
♣♦♥❞❡r❛❞♦s✳
♥❝✈❚❡st✭♠♦❞❡❧♦✳♣❧s✱ ⑦P❖❇▲❆❈■❖◆ ✰ ■✭P❖❇▲❆❈■❖◆❫✷✮✮
★★ ◆♦♥✲❝♦♥st❛♥t ❱❛r✐❛♥❝❡ ❙❝♦r❡ ❚❡st
★★ ❱❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r♠✉❧❛✿ ⑦ P❖❇▲❆❈■❖◆ ✰ ■✭P❖❇▲❆❈■❖◆❫✷✮
★★ ❈❤✐sq✉❛r❡ ❂ ✶✳✵✶✶✾✽✻✱ ❉❢ ❂ ✷✱ ♣ ❂ ✵✳✻✵✷✾✶
♥❝✈❚❡st✭♠♦❞❡❧♦✳st❛r✱ ⑦P❖❇▲❆❈■❖◆ ✰ ■✭P❖❇▲❆❈■❖◆❫✷✮✮
★★ ◆♦♥✲❝♦♥st❛♥t ❱❛r✐❛♥❝❡ ❙❝♦r❡ ❚❡st
★★ ❱❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r♠✉❧❛✿ ⑦ P❖❇▲❆❈■❖◆ ✰ ■✭P❖❇▲❆❈■❖◆❫✷✮
★★ ❈❤✐sq✉❛r❡ ❂ ✶✳✵✶✶✾✽✻✱ ❉❢ ❂ ✷✱ ♣ ❂ ✵✳✻✵✷✾✶
✹✳✷✳✷ ❊❥❡♠♣❧♦ ✷
▲❛ ❤✐♣ót❡s✐s ❞❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ ❡s ♣r♦♣♦r❝✐♦♥❛❧ ❛ ✉♥ r❡❣r❡s♦r✱ ❣❡♥❡r❛❧♠❡♥t❡✱ ❡s ❞✐❢í❝✐❧ ❞❡ ❥✉st✐✜❝❛r✳ ▲♦ ♠ás
♥♦r♠❛❧ ❡s q✉❡ ♥♦ ❝♦♥♦③❝❛♠♦s ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ✈❛r✐❛♥③❛ ② q✉❡ ❧❛ t❡♥❣❛♠♦s q✉❡ ❡st✐♠❛r✳ ❱❛♠♦s ❛ s✉♣♦♥❡r q✉❡
var(ui) t✐❡♥❡ ❧❛ s✐❣✉✐❡♥t❡ ❢♦r♠❛ ❢✉♥❝✐♦♥❛❧✿ V ar(ui) = exp(z
′
iα)✱ ❞♦♥❞❡ zi ❡s ✉♥ ❝♦♥❥✉♥t♦ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s x ❡
✐♥❝❧✉②❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
V ar(ui) = σ
2
i = exp(a0 + a1POBLACION) ⇒ log(σ2i ) = a0 + a1POBLACION
❈❛s♦ ✶✿ ❊st✐♠❛❝✐ó♥ ▼❈❖ ❝♦♥ ♣❡s♦s
❱❛♠♦s ❛ s❡❣✉✐r ❧♦s s✐❣✉✐❡♥t❡s ♣❛s♦s✿
❼ st❡♣✲✶✿ ❘❡❣r❡s✐ó♥ ❛✉①✐❧✐❛r ❞❡❧ ❧♦❣❛r✐t♠♦ ❞❡ ❧♦s r❡s✐❞✉♦s ❛❧ ❝✉❛❞r❛❞♦ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ▼❈❖ ❝♦♥ r❡s♣❡❝t♦ ❛✿
✶✳ ▲♦s r❡❣r❡s♦r❡s x ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✭❝♦♠♦ ❡♥ ❡❧ ❡st❛❞íst✐❝♦ ❇P✮
✷✳ ŷ ❡ ŷ2 ✭❝♦♠♦ ❡♥ ❡❧ ❡st❛❞íst✐❝♦ ❞❡ ❲❤✐t❡✮
❼ st❡♣✲✷✿ ❈❛❧❝✉❧♦ ❡❧ ✈❛❧♦r ❡st✐♠❛❞♦ ❞❡ log(σ2i )
❼ st❡♣✲✸✿ ❈❛❧❝✉❧♦ ❡❧ ✈❛❧♦r ❡st✐♠❛❞♦ ❞❡ σ2i ✿ exp(log(σ
2
i )
❼ st❡♣✲✹✿ ❯t✐❧✐③♦ (1/σ̂2i ) ❝♦♠♦ ♣❡s♦ ♣❛r❛ ❡st✐♠❛r ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ♣♦r ▼❈❖
✷✽
❙t❡♣✲✶✿ ❉❡✜♥♦ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ r❡❣r❡s✐ó♥ ❛✉①✐❧✐❛r✿ ❧♦❣✭r❡s✐❞✉♦s ❛❧ ❝✉❛❞r❛❞♦ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ♦r✐❣✐♥❛❧✮✳
❧♦❣❡✷ ❁✲ ❧♦❣✭r❡s✐❞✉♦s✳❧s❫✷✮
❯t✐❧✐③❛♥❞♦ ✉♥❛ ❡s♣❡❝✐✜❝❛❝✐ó♥ s✐♠✐❧❛r ❛❧ ❇P t❡st ✭✈❡rs✐♦♥❡s ✶ ② ✷✮✳
★ ❱❡rs✐ó♥ ✶✿ ❘❡❣r❡s✐ó♥ ❛✉①✐❧✐❛r✿ ❘❡❣r❡s♦ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡ ❝♦♥ r❡s♣❡❝t♦ ❛ ❧♦s
★ r❡❣r❡s♦r❡s ✬①✬
r❡❣✳❛✉① ❁✲ ❧♠✭❧♦❣❡✷ ⑦ P❖❇▲❆❈■❖◆✱ ❞❛t❛ ❂ ❞❛t♦s✮
★ ❱❡rs✐ó♥ ✷✿ ❘❡❣r❡s✐ó♥ ❛✉①✐❧✐❛r✿ ❘❡❣r❡s♦ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡ r❡s♣❡❝t♦ ❛ ✬②❴❡st✬
★ ❬❝♦♠♣❧❡t❡ t♦ ♣❧❛②❪
❖ ✉t✐❧✐③❛♥❞♦ ✉♥❛ ❡s♣❡❝✐✜❝❛❝✐ó♥ s✐♠✐❧❛r ❛ ❲❤✐t❡ ✭✈❡rs✐♦♥❡s ✶ ② ✷✮✳ ❊st❡ ❝❛s♦ s❡ ❞❡❥❛ ❝♦♠♦ ❡❥❡r❝✐❝✐♦ ♣r♦♣✉❡st♦✳
st❡♣✲✷ t♦ st❡♣✲✹✿ ❈❛❧❝✉❧♦ ❧♦s ♣❡s♦s ❛ ♣❛rt✐r ❞❡ ❡①♣♦♥❡♥❝✐❛❧✭✈❛❧♦r ❡st✐♠❛❞♦ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡✮
✇✳❛✉① ❁✲ ✶✴❡①♣✭❢✐tt❡❞✭r❡❣✳❛✉①✮✮
❈❛❧❝✉❧♦ ❡❧ ❡st✐♠❛❞♦r ❞❡ ▼❈P ✭❲▲❙✮✳




★★ ❧♠✭❢♦r♠✉❧❛ ❂ ●❆❙❚❖❴❚❖❚❆▲❴❋❆▼■▲■❆❙ ⑦ P❖❇▲❆❈■❖◆✱ ❞❛t❛ ❂ ❞❛t♦s✱
★★ ✇❡✐❣❤ts ❂ ✇✳❛✉①✮
★★
★★ ❲❡✐❣❤t❡❞ ❘❡s✐❞✉❛❧s✿
★★ ▼✐♥ ✶◗ ▼❡❞✐❛♥ ✸◗ ▼❛①
★★ ✲✹✳✹✽✻✾ ✲✵✳✽✶✸✼ ✲✵✳✵✺✼✽ ✶✳✷✵✺✻ ✹✳✾✽✸✽
★★
★★ ❈♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts✿
★★ ❊st✐♠❛t❡ ❙t❞✳ ❊rr♦r t ✈❛❧✉❡ Pr✭❃⑤t⑤✮
★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✾✳✺✸✶❡✰✵✹ ✶✳✽✾✽❡✰✵✺ ✵✳✺✵✷ ✵✳✻✶✽
★★ P❖❇▲❆❈■❖◆ ✺✳✹✹✺❡✰✵✵ ✶✳✽✸✻❡✲✵✶ ✷✾✳✻✻✶ ❁✷❡✲✶✻ ✯✯✯
★★ ✲✲✲
★★ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶
★★
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦r✿ ✶✳✾✵✷ ♦♥ ✺✷ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠
★★ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✾✹✹✷✱❆❞❥✉st❡❞ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✾✹✸✶
★★ ❋✲st❛t✐st✐❝✿ ✽✼✾✳✽ ♦♥ ✶ ❛♥❞ ✺✷ ❉❋✱ ♣✲✈❛❧✉❡✿ ❁ ✷✳✷❡✲✶✻
❈♦♠♣❛r♦ ❡❧ ❡st✐♠❛❞♦r ❲▲❙ ✭▼❈P✮ ❞❡❧ ❊❥❡♠♣❧♦ ✶ ② ❞❡❧ ❊❥❡♠♣❧♦ ✷✳









★★ P❖❇▲❆❈■❖◆ ✺✳✻✷✹✯✯✯ ✺✳✹✹✺✯✯✯
★★ ✭✵✳✶✹✻✮ ✭✵✳✶✽✹✮
★★




★★ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✺✹ ✺✹
★★ ❘✷ ✵✳✾✻✻ ✵✳✾✹✹
★★ ❆❞❥✉st❡❞ ❘✷ ✵✳✾✻✺ ✵✳✾✹✸
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧ ❙t❞✳ ❊rr♦r ✭❞❢ ❂ ✺✷✮ ✵✳✽✻✹ ✶✳✾✵✷
★★ ❋ ❙t❛t✐st✐❝ ✭❞❢ ❂ ✶❀ ✺✷✮ ✶✱✹✼✽✳✸✻✷✯✯✯ ✽✼✾✳✼✾✼✯✯✯
★★ ❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂
★★ ◆♦t❡✿ ✯♣❁✵✳✶❀ ✯✯♣❁✵✳✵✺❀ ✯✯✯♣❁✵✳✵✶
➽❍❡♠♦s ❝♦rr❡❣✐❞♦ ❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❤❡t❡r♦❝❡❞❛st✐❝✐❞❛❞❄
★ ❍✵✿ ❍♦♠♦❝❡❞❛st✐❝✐❞❛❞
♥❝✈❚❡st✭♠♦❞❡❧♦✳❢❣❧s✮ ★ P❛r❛ q✉❡ s❡❛ ❖❑ ❧♦s ❡rr♦r❡s t✐❡♥❡♥ q✉❡ s❡r ♥♦r♠❛❧❡s
★★ ◆♦♥✲❝♦♥st❛♥t ❱❛r✐❛♥❝❡ ❙❝♦r❡ ❚❡st
★★ ❱❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r♠✉❧❛✿ ⑦ ❢✐tt❡❞✳✈❛❧✉❡s
★★ ❈❤✐sq✉❛r❡ ❂ ✵✳✶✽✷✻✼✾✹✱ ❉❢ ❂ ✶✱ ♣ ❂ ✵✳✻✻✾✵✽
❈♦♠♣❛r❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❡st✐♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧♦s tr❡s ♠♦❞❡❧♦s ✭❖▲❙ ② ❲▲❙ ✭❡❥✳✶✮ ❲▲❙ ✭❡❥✳✷✮✮✳
❣❣♣❧♦t✭❞❛t❛ ❂ ❞❛t♦s✱ ❛❡s✭② ❂ ●❆❙❚❖❴❚❖❚❆▲❴❋❆▼■▲■❆❙✱ ① ❂ P❖❇▲❆❈■❖◆✮✮ ✰ ❣❡♦♠❴♣♦✐♥t✭❝♦❧ ❂ ✧❜❧✉❡✧✮ ✰
❣❡♦♠❴❛❜❧✐♥❡✭s❧♦♣❡ ❂ ♠♦❞❡❧♦✳❧s✩❝♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts❬✷❪✱ ✐♥t❡r❝❡♣t ❂ ♠♦❞❡❧♦✳❧s✩❝♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts❬✶❪✱ ❝♦❧ ❂ ✧❜❧❛❝❦✧✮ ✰
❣❡♦♠❴❛❜❧✐♥❡✭s❧♦♣❡ ❂ ♠♦❞❡❧♦✳♣❧s✩❝♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts❬✷❪✱ ✐♥t❡r❝❡♣t ❂ ♠♦❞❡❧♦✳♣❧s✩❝♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts❬✶❪✱



























❈❛s♦ ✷✿ ❊st✐♠❛❝✐ó♥ ▼❈❖ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ tr❛♥s❢♦r♠❛❞♦ ♠❛♥✉❛❧♠❡♥t❡
❼ ❊❥❡r❝✐❝✐♦ ♣r♦♣✉❡st♦ ✶✿ P❛r❛ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛❝✐ó♥ ♠❛♥✉❛❧ ✉t✐❧✐❝❡ w.aux✳ ❈♦♠♣❛r❡ ❡❧ r❡s✉❧t❛❞♦ ❝♦♥
modelo.fgls ② ❝♦♠♣r✉❡❜❡ q✉❡ ❞❛ ❧♦ ♠✐s♠♦✳ ❈♦♠♣❛r❡ ❡❧ r❡s✉❧t❛❞♦ ❝♦♥ ❡❧ ❞❡❧ modelo.star ❞❡❧ ❊❥❡♠♣❧♦
✶✳
❼ ❊❥❡r❝✐❝✐♦ ♣r♦♣✉❡st♦ ✸✿ ❈❛❧❝✉❧❡ ❡❧ t❡st ❇P ❝♦♥ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ tr❛♥s❢♦r♠❛❞♦ ♠❛♥✉❛❧♠❡♥t❡ ♣❛r❛ ❝♦♠♣r♦❜❛r
q✉❡ ❧❛ ❧✐❜r❡rí❛ ❧♠t❡st ♥♦ ❧♦ ❝❛❧❝✉❧❛ ❜✐❡♥ ✭✐✳❡✳ ❝♦♥ ❧♦s r❡s✐❞✉♦s ♣♦♥❞❡r❛❞♦s✮✳
❼ ❊❥❡r❝✐❝✐♦ ♣r♦♣✉❡st♦ ✷✿ ❘❡♣✐t❛ ❡❧ ❡❥❡r❝✐❝✐♦ ♣❛r❛ ❧❛ r❡❣r❡s✐ó♥ ❛✉①✐❧✐❛r q✉❡ ✉s❛ ❧❛ ❡s♣❡❝✐✜❝❛❝✐ó♥ ❞❡ ❲❤✐t❡✳
❘❡❛❧✐❝❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛❝✐ó♥ ♠❛♥✉❛❧✳ ❈♦♠♣❛r❡ ❧♦s r❡s✉❧t❛❞♦s ❝♦♥ ❧♦s ♦❜t❡♥✐❞♦s ❛♥t❡r✐♦r♠❡♥t❡✳
✹✳✸ ❚r❛♥s❢♦r♠❛❝✐ó♥ ❧♦❣❛rít♠✐❝❛
▼♦❞❡❧♦ ✐♥✐❝✐❛❧ ❡♥ ❧♦❣❛r✐t♠♦s✳




★★ ❧♠✭❢♦r♠✉❧❛ ❂ ❧♦❣✭●❆❙❚❖❴❚❖❚❆▲❴❋❆▼■▲■❆❙✮ ⑦ ❧♦❣✭P❖❇▲❆❈■❖◆✮✱ ❞❛t❛ ❂ ❞❛t♦s✮
★★
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧s✿
★★ ▼✐♥ ✶◗ ▼❡❞✐❛♥ ✸◗ ▼❛①
★★ ✲✵✳✹✵✸✸✽ ✲✵✳✵✽✾✹✽ ✲✵✳✵✶✵✾✽ ✵✳✶✵✷✻✼ ✵✳✸✵✻✻✷
★★
★★ ❈♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts✿
★★ ❊st✐♠❛t❡ ❙t❞✳ ❊rr♦r t ✈❛❧✉❡ Pr✭❃⑤t⑤✮
★★ ✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✶✳✼✽✷✸✵ ✵✳✷✽✾✺✼ ✻✳✶✺✺ ✶✳✵✾❡✲✵✼ ✯✯✯
✸✶
★★ ❧♦❣✭P❖❇▲❆❈■❖◆✮ ✵✳✾✾✺✾✷ ✵✳✵✷✵✸✾ ✹✽✳✽✸✻ ❁ ✷❡✲✶✻ ✯✯✯
★★ ✲✲✲
★★ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶
★★
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦r✿ ✵✳✶✺✺✻ ♦♥ ✺✷ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠
★★ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✾✼✽✼✱❆❞❥✉st❡❞ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✾✼✽✸
★★ ❋✲st❛t✐st✐❝✿ ✷✸✽✺ ♦♥ ✶ ❛♥❞ ✺✷ ❉❋✱ ♣✲✈❛❧✉❡✿ ❁ ✷✳✷❡✲✶✻
▲✐❜r❡rí❛ ❧♠t❡st✳
❜♣t❡st✭♠♦❞❡❧♦✳❧♦❣✱ ❞❛t❛ ❂ ❞❛t♦s✮ ★ ❇r❡✉s❝❤✲P❛❣❛♥ t❡st✿ ✉s❛ ❧❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s
★★
★★ st✉❞❡♥t✐③❡❞ ❇r❡✉s❝❤✲P❛❣❛♥ t❡st
★★
★★ ❞❛t❛✿ ♠♦❞❡❧♦✳❧♦❣
★★ ❇P ❂ ✶✳✵✵✼✺✱ ❞❢ ❂ ✶✱ ♣✲✈❛❧✉❡ ❂ ✵✳✸✶✺✺
❜♣t❡st✭♠♦❞❡❧♦✳❧♦❣✱ ⑦■✭❧♦❣✭P❖❇▲❆❈■❖◆✮❫✷✮✱ ❞❛t❛ ❂ ❞❛t♦s✮ ★ ❚❡st ❞❡ ✇❤✐t❡✿ ✉s❛ ❛❞❡♠ás ♣r♦❞✉❝t♦s ❝r✉③❛❞♦s
★★
★★ st✉❞❡♥t✐③❡❞ ❇r❡✉s❝❤✲P❛❣❛♥ t❡st
★★
★★ ❞❛t❛✿ ♠♦❞❡❧♦✳❧♦❣
★★ ❇P ❂ ✵✳✾✷✹✽✺✱ ❞❢ ❂ ✶✱ ♣✲✈❛❧✉❡ ❂ ✵✳✸✸✻✷
▲✐❜r❡rí❛ ❝❛r✳
★ ❇r❡✉s❝❤✲P❛❣❛♥✿ ✈❛r✐❛♥③❛ ❞❡♣❡♥❞❡ ❞❡ ❧♦s ♣r♦♣✐♦s ✈❛❧♦r❡s ❛❥✉st❛❞♦s
♥❝✈❚❡st✭♠♦❞❡❧♦✳❧♦❣✮
★★ ◆♦♥✲❝♦♥st❛♥t ❱❛r✐❛♥❝❡ ❙❝♦r❡ ❚❡st
★★ ❱❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r♠✉❧❛✿ ⑦ ❢✐tt❡❞✳✈❛❧✉❡s
★★ ❈❤✐sq✉❛r❡ ❂ ✵✳✾✵✷✺✶✸✺✱ ❉❢ ❂ ✶✱ ♣ ❂ ✵✳✸✹✷✶✶
★ ❇r❡✉s❝❤✲P❛❣❛♥✿ ✉s❛ ❧❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s
♥❝✈❚❡st✭♠♦❞❡❧♦✳❧♦❣✱ ⑦❧♦❣✭P❖❇▲❆❈■❖◆✮✮
★★ ◆♦♥✲❝♦♥st❛♥t ❱❛r✐❛♥❝❡ ❙❝♦r❡ ❚❡st
★★ ❱❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r♠✉❧❛✿ ⑦ ❧♦❣✭P❖❇▲❆❈■❖◆✮
★★ ❈❤✐sq✉❛r❡ ❂ ✵✳✾✵✷✺✶✸✺✱ ❉❢ ❂ ✶✱ ♣ ❂ ✵✳✸✹✷✶✶
★ ❲❤✐t❡✿ ✉s❛ ❧❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s ② ❧♦s ♣r♦❞✉❝t♦s ❝r✉③❛❞♦s
♥❝✈❚❡st✭♠♦❞❡❧♦✳❧♦❣✱ ⑦❧♦❣✭P❖❇▲❆❈■❖◆✮ ✰ ■✭❧♦❣✭P❖❇▲❆❈■❖◆✮❫✷✮✮
★★ ◆♦♥✲❝♦♥st❛♥t ❱❛r✐❛♥❝❡ ❙❝♦r❡ ❚❡st
★★ ❱❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r♠✉❧❛✿ ⑦ ❧♦❣✭P❖❇▲❆❈■❖◆✮ ✰ ■✭❧♦❣✭P❖❇▲❆❈■❖◆✮❫✷✮
★★ ❈❤✐sq✉❛r❡ ❂ ✶✳✻✵✻✼✹✱ ❉❢ ❂ ✷✱ ♣ ❂ ✵✳✹✹✼✽✷
✸✷
✺ ➽❈ó♠♦ ❡s❝♦❣❡r ❡♥tr❡ ❧❛s ♣♦s✐❜❧❡s s♦❧✉❝✐♦♥❡s❄
Pr✐♠❡r♦ t❡♥❡♠♦s q✉❡ ❝♦♠♣r♦❜❛r q✉❡ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❤❛ r❡s✉❡❧t♦ ❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❤❡t❡r♦❝❡❞❛st✐❝✐❞❛❞✳ ❉❡s♣✉és
♣♦❞❡♠♦s ♣❛s❛r ❛ r❡❛❧✐③❛r ❛♥á❧✐s✐s ❝♦♠♦ ❧♦s ❞❡s❝r✐t♦s ❛ ❝♦♥t✐♥✉❛❝✐ó♥✳
❊♥t♦♥❝❡s✱ ➽q✉é ❡s♣❡❝✐✜❝❛❝✐ó♥ ❡s ♠❡❥♦r❄


















★★ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✺✹ ✺✹
★★ ❘✷ ✵✳✾✻✻ ✵✳✾✼✾
★★ ❆❞❥✉st❡❞ ❘✷ ✵✳✾✻✺ ✵✳✾✼✽
★★ ❘❡s✐❞✉❛❧ ❙t❞✳ ❊rr♦r ✭❞❢ ❂ ✺✷✮ ✵✳✽✻✹ ✵✳✶✺✻
★★ ❋ ❙t❛t✐st✐❝ ✭❞❢ ❂ ✶❀ ✺✷✮ ✶✱✹✼✽✳✸✻✷✯✯✯ ✷✱✸✽✹✳✾✶✽✯✯✯
★★ ❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂
★★ ◆♦t❡✿ ✯♣❁✵✳✶❀ ✯✯♣❁✵✳✵✺❀ ✯✯✯♣❁✵✳✵✶
❤❡❛❞✭❝❜✐♥❞✭❢✐tt❡❞✭♠♦❞❡❧♦✳st❛r✮✱ ❢✐tt❡❞✭♠♦❞❡❧♦✳♣❧s✮✱ ❢✐tt❡❞✭♠♦❞❡❧♦✳❧s✮✮✮
★★ ❬✱✶❪ ❬✱✷❪ ❬✱✸❪
★★ ✶ ✺✳✻✷✾✻✶✵ ✹✶✶✷✹✾✺✻ ✹✷✺✵✻✾✾✶
★★ ✷ ✺✳✻✺✼✼✵✺ ✻✼✶✹✽✹✷ ✻✻✾✷✹✽✽
★★ ✸ ✺✳✻✻✵✽✼✼ ✻✶✸✽✶✻✽ ✻✵✾✷✷✼✾
★★ ✹ ✺✳✻✼✷✻✵✺ ✹✻✻✶✽✻✵ ✹✺✺✺✼✶✽
★★ ✺ ✺✳✻✹✼✾✻✷ ✾✹✹✼✷✽✸ ✾✺✸✻✹✺✵
★★ ✻ ✺✳✻✾✾✹✾✻ ✸✵✶✷✵✺✽ ✷✽✸✽✺✽✷
❊♥ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ pls✱ ŷ ❡stá ❝❛❧❝✉❧❛❞♦ ❝♦♥ β̂WLS ✳
♣❧♦t✭❢✐tt❡❞✭♠♦❞❡❧♦✳♣❧s✮✱ ❝♦❧ ❂ ✷✱ t②♣❡ ❂ ✧❧✧✮ ★ ❘❡❞
❧✐♥❡s✭❡①♣✭❢✐tt❡❞✭♠♦❞❡❧♦✳❧♦❣✮✮✱ ❝♦❧ ❂ ✸✱ t②♣❡ ❂ ✧❧✧✮ ★ ●r❡❡♥
❧✐♥❡s✭♠♦❞❡❧♦✳♣❧s✩♠♦❞❡❧❬✱ ✶❪✱ ❝♦❧ ❂ ✧❜❧✉❡✧✱ t②♣❡ ❂ ✧❧✧✮
✸✸







































▲♦s r❡s✐❞✉♦s pls s♦♥ ❧♦s ✇❡✐❣❤t❡❞ r❡s✐❞✉❛❧s✳
♣❧♦t✭s❝❛❧❡✭♠♦❞❡❧♦✳♣❧s✩r❡s✐❞✉❛❧s✮✱ t②♣❡ ❂ ✧❧✧✮
❧✐♥❡s✭s❝❛❧❡✭♠♦❞❡❧♦✳❧♦❣✩r❡s✐❞✉❛❧s✮✱ t②♣❡ ❂ ✧❧✧✱ ❝♦❧ ❂ ✷✮
❛❜❧✐♥❡✭❤ ❂ ✵✮































❈♦♥tr❛st❡ ❞❡ ❡s♣❡❝✐✜❝❛❝✐ó♥ ❞❡ ❘❛♠s❡② ✭H0✿ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❡stá ❜✐❡♥ ❡s♣❡❝✐✜❝❛❞♦✮✳ ❊❧ t❡st ❘❊❙❊❚ ❛ñ❛❞❡ ❝♦♠♦
✈❛r✐❛❜❧❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐✈❛s ❛❞✐❝✐♦♥❛❧❡s ŷ2, ŷ3, ŷ4, . . . ✱ ② ❧✉❡❣♦ ❤❛❝❡ ✉♥ t❡st ❞❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈✐❞❛❞ ❝♦♥❥✉♥t❛ ❞❡ ❡s♦s
❝♦❡✜❝✐❡♥t❡s✳ ▲❛ ✐❞❡❛ ❡s ❞❡t❡❝t❛r ❛❧❣ú♥ t✐♣♦ ❞❡ ❢✉♥❝✐ó♥ ♣♦❧✐♥ó♠✐❝❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♣❛r❛ ❧❛ ♠❛❧❛ ❡s♣❡❝✐✜❝❛❝✐ó♥✳ ▲❛
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Ejercicios con R: 2.1 Mı́nimos Cuadrados Ponderados
Métodos Econométricos en Economı́a y Finanzas
Alicia Pérez Alonso
Dpto. Economı́a Aplicada, Pública y Poĺıtica
Facultad Estudios Estad́ısticos - Universidad Complutense de Madrid
Fecha entrega: 04 mayo 2020
El fichero ejemplo1 heteroscedasticidad.csv contiene información sobre el gasto total de las familias
y la población de las 17 comunidades autónomas (CC.AA) de la peńınsula y las ciudades autónomas de
Ceuta y Melilla durante el peŕıodo 1998-2000.
Consideramos el siguiente modelo clásico de regresión lineal (MCRL) para tratar de explicar el gasto
total de las familias en función de la población:
Gi = β1 + β2Popi + ui i = 1, . . . , n (1)
Se tienen sospechas de que los errores del modelo no cumplen el supuesto de homocedasticidad:
E(ui) = 0
V ar(ui) = E(u
2
i ) = σ
2
i
cov(ui, ui) = 0 ∀i 6= j
Si σ2i fuese conocida, podŕıamos transformar (1) tal que los errores del modelo transformado cumpliesen


































El modelo (2) cumple los supuestos del MCRL. Al estimador de mı́nimos cuadrados ordinarios (MCO) de
(2) se le conoce como estimador de mı́nimos cuadrados generalizados (β̂MCG) o GLS por sus siglas en inglés.
Supongamos que la varianza del término de error depende de un conjunto zi de variables conocidas,
σ2i = σ




i ), la diferencia entre el error al cuadrado y su media. Por tanto,
podŕıamos suponer el siguiente modelo para u2i :
u2i = E(u
2
i ) + νi = σ
2
i + νi = σ
2f(z′iα) + νi (3)
En la práctica, σ2i no es conocida. Para poder calcular el estimador de MCG debemos suponer una forma
funcional para f(·) y reemplazar σ2i en (2) por un estimador consistente σ̂
2
i obtenido a partir de (3), dando































Al estimador de mı́nimos cuadrados ordinarios del modelo (4) se le conoce como estimador de mı́nimos
cuadrados generalizados factible (β̂MCGF ) o FGLS por sus siglas en inglés. Para el caso espećıfico de
heterocedasticidad, donde la matriz de varianzas-covarianzas del término de error es una matriz diagonal,
dicho estimador también se conoce como estimador de mı́nimos cuadrados ponderados (β̂MCP ) o WLS por
sus siglas en inglés.




2exp(α′zi) con zi = Popi. Para ello debe
realizar en primer lugar una transformación lineal de la varianza:
log(σ2i ) = log(σ
2exp(α1Popi)) = log(σ
2) + α1Popi = α0 + α1Popi
Pista: Para obtener β̂MCP debe realizar una estimación en dos etapas.
Etapa 1: Obtenemos un estimador consistente de σ̂2i .
Step 1: De acuerdo a (3), podemos suponer el siguiente modelo para log(u2i ):
log(u2i ) = log(σ
2
i ) + ηi = α0 + α1Popi + ηi
Step 2: u2i no son observables. Como β̂MCO de (1) es consistente, se usan los residuos de MCO para
obtener un estimador û2i consistente. Estimamos por MCO el siguiente modelo:
log(û2i ) = α0 + α1Popi + ηi
Step 3: Obtenemos ˆlog(û2i ) = α̂0 + α̂1Popi
Step 4: Obtenemos σ̂2i = exp(
ˆlog(û2i ))
Etapa 2: Transformamos el modelo (1) utilizando σ̂i =
√
σ̂2i para obtener (4), y lo estimamos por
MCO para obtener β̂MCP .
Compare β̂MCP obtenido con este procedimiento con el que se obtuvo en clase realizando una estimación
ponderada del modelo (1) con ponderaciones wi = 1/σ̂
2
i .
Ejercicio 2. Utilizando la libreŕıa de R lmtest, realice el contraste de Breusch-Pagan en el modelo (4)
suponiendo que σ2i tiene la forma funcional del Ejercicio 1. Compruebe que el valor obtenido del estad́ıstico
no coincide con el obtenido a partir del modelo (1) cuando se estima con pesos wi = 1/σ̂
2
i .








Ejercicio 4. Utilizando la libreŕıa de R lmtest, realice el contraste de White en el modelo (4) suponiendo
que σ2i tiene la forma funcional del Ejercicio 3. Compruebe que el valor obtenido del estad́ıstico no coincide




Práctica 2: La brecha salarial de género en España
Métodos Econométricos en Economı́a y Finanzas
Lorenzo Escot & Alicia Pérez Alonso
Dpto. Economı́a Aplicada, Pública y Poĺıtica
Facultad Estudios Estad́ısticos - Universidad Complutense de Madrid
Fecha entrega: 04 mayo 2020
El objetivo de esta práctica es estudiar si en el mercado laboral español existe discriminación salarial por
el hecho de ser mujer. Para ello utilizaremos el fichero de datos salarios Practica.xlsx extráıdo de la
Encuesta de Condiciones de Vida (ECV) para 2011, y que contiene información sobre salarios (bruto y neto)
y otras variables socioeconómicas de interés.
Tal y como señala Brindusa (2019), debemos distinguir entre brecha salarial sin ajustar y brecha salarial
ajustada. La brecha salarial sin ajustar tiene un carácter meramente descriptivo, no implica discriminación
per se. Mientras que la brecha salarial ajustada controla por las diferentes caracteŕısticas socioeconómicas
y de puesto de trabajo que subyacen entre ambos colectivos. Por tanto, trata de aproximar una medida de
las diferencias en remuneración por el mismo trabajo realizado.
Si definimos la brecha salarial de género como el porcentaje adicional que cobran los hombres respecto
a las mujeres, situamos el salario femenino en el denominador. Entre las medidas para calcular la brecha
salarial no ajustada, el promedio del salario es la más común.
Ejercicio 2.1. El test de Welch permite comparar dos poblaciones normales con varianzas distintas. Utilice
dicho contraste para determinar si podemos aceptar la hipótesis nula de que las muestras de hombres y
mujeres presentan medias iguales y no tienen diferencias significativas.
Pero se pueden utilizar otras, por ejemplo, OCDE (2020) utiliza la mediana del salario y coloca el salario
masculino en el denominador, calculando por tanto el porcentaje de menos que cobra una mujer.
Ejercicio 2.2. Utilice el test de Mood para determinar si podemos aceptar la hipótesis nula de que la
medianas de las muestras de salarios extráıdas de las poblaciones de hombres y mujeres son iguales.
Para estimar la brecha salarial ajustada utilizamos la ecuación de salarios de Mincer:
log(Wagei) = β1 + β2Mujeri +
m∑
j=2
βjxji + ui i = 1, . . . , n
donde log(Wagei) es el logaritmo del salario, Mujeri es una variable ficticia que toma el valor 1 si la traba-
jadora es una mujer, y xji son un conjunto de variables de control que determinan potencialmente el salario
del individuo. Bajo esta especificación, β1 es el coeficiente de interés e indica la diferencia porcentual en el
salario entre una mujer y un hombre.
En esta base de datos disponemos de información sobre caracteŕısticas socio-demográficas: i) nivel ed-
ucativo (primaria o menos, educación secundaria y universidad o más), ii) estado civil (casado o no), iii)
número de hijos menos de 12 años, iv) nacionalidad (extranjera o no), v) experiencia (normalmente las
variables relacionadas con años, como es el caso de experiencia, entran en la ecuación de salarios de forma
lineal y cuadrática para tratar de capturar la relación no-lineal (cóncava hacia abajo) que presentan salario
1
y experiencia); y caracteŕısticas del empleo: vi) horas trabajadas al mes (esta variable se construye a partir
del número de horas trabajadas a la semana, que se multiplican por el número de semanas que tiene un año
(52), y se dividen por 12, el número de meses), vii) tipo de contrato (temporal o indefinido), viii) baja por
enfermedad, y ix) cargo de supervisor.
Ejercicio 2.3. Considere una especificación de la ecuación de salarios que le permita contrastar si a las
mujeres con contrato temporal se les remunera, en media, de manera diferente a los varones temporales.
¿Ocurre lo mismo para mujeres y hombres con un contrato indefinido?
Ejercicio 2.4. Considere una especificación de la ecuación de salarios que le permita contrastar si para un
hombre y una mujer con los mismos años de experiencia profesional, el efecto porcentual sobre el salario de
un año adicional de experiencia es el mismo para ambos.
Ejercicio 2.5. Analice si las ecuaciones de salarios especificadas en los dos ejercicios anteriores cumplen
el supuesto de que la varianza es homogénea para todos los individuos. En el caso de que no, ¿cambiaŕıa
alguno de los resultados anteriores como consecuencia de la presencia de heterocedasticidad?
Ejercicio 2.6. Contraste la hipótesis nula de que hombres y mujeres tienen la misma ecuación de salarios.
Analice la homogeneidad de los parámetros mediante el contraste de Chow y el método basado en mı́nimos
cuadrados recursivos utilizando la libreŕıa de R strucchange.
Ejercicio 2.7. Repita el contraste de cambio estructural del ejercicio anterior utilizando regresiones sepa-
radas (contraste de Chow) y variables ficticias. Para el segundo caso, calcular la versión robusta a hetero-
cedasticidad de este contrate si fuese necesario.
Ejercicio 2.8. Estime cuál es la brecha salarial de género en España según los datos de que disponemos.
Ejercicio 2.9. Estime cuánto tendŕıa que aumentar el salario de las mujeres, en media, si estas fuesen
remuneradas como los hombres.
Ejercicio 2.10. Estime cuánto tendŕıa que bajar el salario de los varones, en media, si estos fuesen remu-
nerados como las mujeres.
Ejercicio 2.11. Utilice la metodoloǵıa de Oaxaca-Blinder para estimar qué parte de la brecha salarial se
debe a diferencias en caracteŕısticas socio-demográficas y de empleo, y qué parte se debe a discriminación
salarial.
Ejercicio 2.12. Dibuje conjuntamente las funciones de distribución de los indicadores de discriminación de
la mujer calculados. Incluya en dicha gráfica la mediana del salario para hombres y mujeres.
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Ejemplo: Estimación del rendimiento de la
educación para las mujeres casadas
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El problema de las variables omitidas
Consideramos el siguiente modelo para datos de sección cruzada
yi = βxi + ηi + vi, i = 1, ..., N
• yi : (log) salario
• xi : educación
• β : parámetro estructural
• ηi : habilidad y/o motivación del individuo
• vi : error o perturbación estocástica fuera del control del individuo
En el enfoque moderno ηi se denomina efecto inobservable, componente inobservable, variable latente,
heterogeneidad inobservable o heterogeneidad individual.
La identificación del parámetro β requiere
E[vi|xi, ηi] = 0 (C1)
• Si ηi observable, identificamos β en una regresión de y sobre x y η.
• Si ηi inobservable, identificamos β en una regresión de y sobre x si
E[ηi + vi|xi] = 0 (C2)
Así que además de (C1), vamos a necesitar
E[ηi|xi] = 0
Caso 1: Regresión de yi sobre xi y ηi, dado (C1):
Predictor Lineal Óptimo (PLO) : E∗[yi|xi, ηi] = E[yi|xi, ηi] = βxi + ηi
Condiciones de ortogonalidad:
E[vi] = 0
E[xivi] = Cov(xi, vi) = 0
E[xiηi] = Cov(xi, ηi) = 0
De la segunda condición de ortogonalidad obtenemos
Cov(xi, vi) = Cov(xi, yi − βxi − ηi) = 0
β =
Cov(xi, yi) − Cov(xi, ηi)
V ar(xi)
1
Caso 2: Regresión de yi sobre xi donde se omite ηi (omisión de variable relevante). En este caso, el modelo
de regresión alternativo sería:
yi = γxi + ǫi, i = 1, ..., N
donde ǫi = ηi + vi. Identificamos γ en una regresión de y sobre x.
PLO : E∗ [yi|xi, ηi] = γxi
Condiciones de ortogonalidad:
E[yi − γxi] = 0
E[xi(yi − γxi)] = Cov(xi, yi − γxi) = 0




Por lo tanto, γ = β si y solo si Cov(xi, ηi) = 0.
Sesgo de especificación por omisión de variable relevante:
• Si Cov(xi, ηi) > 0 =⇒ sobre-estimamos el efecto de la educación γ
• Si Cov(xi, ηi) < 0 =⇒ subestimamos el efecto de la educación γ
Por tanto, la heterogeneidad inobservables es un problema solo si está correlacionada con el resto de regresores
observables, en ese caso se dice que los regresores son endógenos. Si E[ηi|xi] 6= 0, en general E[xiηi] 6= 0 y el
estimador de mínimos cuadrados ordinarios (OLS por sus siglas en inglés) es incosistente; será sesgado y ese
sesgo no tiende a aislarse asintóticamente con el tamaño muestral.
Para obtener estimadores consistentes (insesgados asintóticamente) habría que utilizar otros métodos de
estimación como:
• Variables instrumentales (IV por sus siglas en inglés)
• Mínimos cuadrados en dos etapas (2SLS por sus siglas en inglés)
• Método generalizado de los momentos (GMM por sus siglas en inglés)
Estimación por el método de variables instrumentales
Si existiese un instrumento zi para el cual se cumple
E[ηi + vi|zi] = 0 (C3)




Para que un instrumento z sea válido tiene que cumplir dos condiciones:
• Relevancia del instrumento: Tiene que estar correlacionado con x para que el denominador no sea
cero, E[zixi] 6= 0.
• Exogeneidad del instrumento: Tiene que estar incorrelacionado con el término de error, E[zi(ηi +vi)] =
0 (se deriva de (C3)).
Consideramos el caso general de un modelo de regresión lineal múltiple con regresores endógenos:
Yi = X
′
iβ + ǫi, i = 1, ..., N, E[Xiǫi] 6= 0
2
El método de estimación por variables instrumentales consiste en encontrar un conjunto de q ≥ k variables
instrumentales Zi que sean exógenas y relevantes. En el caso más sencillo q = k el modelo está exactamente
identificado, y si q > K el modelo está sobreidentificado.
El estimador de IV se obtiene como un estimador del método de los momentos basado en la condición de
E[Ziǫi] = 0.






Utilizando el principio de analogía,
β̂IV = (Z
′X)−1(Z ′Y )
Si los instrumentos son válidos, este estimador será consistente.
Comentarios:
1. En la mayoría de las aplicaciones no todos los regresores son endógenos. En ese caso, los regresores que
sean exógenos se incluyen en el conjunto de instrumentos. Veamos un ejemplo:
yi = β0 + β1x1i + β2x2i + ǫi
donde E[x1iǫi] = 0, E[x2iǫi] 6= 0, y sea zi un instrumento exógeno E[ziǫi] = 0 y relevante E[zix2i] 6= 0.






2. El estimador OLS es un caso particular del estimador IV cuando los instrumentos utilizados son las
variables explicativas.
Estimación por el método de mínimos cuadrados en dos etapas
El nombre de 2SLS se debe a que el estimador se obtiene mediante una estimación por mínimos cuadrados
ordinarios en dos etapas.
1.ª etapa: Regresamos por separado cada uno de los regresores potencialmente endógenos sobre todos los
instrumentos y todos los regresores exógenos de la ecuación original para obtener su valor ajustado.
2.ª etapa: Estimamos por mínimos cuadrados ordinarios la ecuación original sustituyendo los regresores
endógenos por sus valores ajustados estimados en la primera etapa.
Uno de los inconvenientes de este cálculo manual es que el estimador de la matriz de varianzas-covarianzas
del vector de parámetros estimados β̂ no es válida.
Si usamos el modelo del ejemplo anterior:
1.ª etapa: Hacemos una regresión de x2i sobre una constante, x1i y zi y obtenemos x̂2i.
2.ª etapa: Regresamos yi sobre una constante, x1i y x̂2i.
También podemos verlo gráficamente. La endogeneidad surge porque hay una causa común η que no se
observa pero que causa tanto a X como a Y . Sea Z el conjunto de instrumentos relacionados con X pero no
con el término de error, la variable omitida η en este caso. Mediante el método 2SLS, regresamos X sobre Z
para obtener su valor ajustado X̂ y después utilizamos X̂ para ajustar Y por mínimos cuadrados ordinarios,
ya que ahora no habrá problemas de endogeneidad.
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El contraste de Wu-Hausman
Es un contraste de exogeneidad o de ausencia de correlación entre las variables explicativas y el término de
error del modelo de regresión. Más concretamente:
H0 : E[ǫi|Xi] = 0
H1 : E[ǫi|Xi] 6= 0
El contraste de Wu-Hausman requiere la estimación del vector de parámetros β y la de su matriz de varianzas-
covarianzas V . El estimador OLS es consistente y asintóticamente eficiente bajo H0 pero será inconsistente
bajo H1. El estimador de IV será consistente siempre, bajo H0 y H1. Por tanto, si existe endogeneidad
solammente IV es consistente.
El estadístico de contraste es el siguiente:
h = (β̂OLS − β̂IV )
′(V̂IV − V̂OLS)
−1(β̂OLS − β̂IV ) →d χ
2
p
siendo p el número de regresores potencialmente endógenos. El contraste de Hausman es un contraste
asintótico. Se rechazará la hipótesis nula de exogeneidad cuando h > χ2p. Si rechazamos la hipótesis nula
(existe endogeneidad en el modelo original) tendremos que utilizar el estimador IV, en caso contrario usaremos
OLS.
De manera alternativa, podemos utilizar el contraste de Durbin-Wu-Hausman. Para calcular este contraste
también vamos a utilizar un procedimiento en dos etapas. Para su ilustración utilizaremos nuestro ejemplo
de referencia.
1.ª etapa: Al igual que en 2SLS, hacemos una regresión de x2i sobre una constante, x1i y zi pero en lugar de
calcular el valor ajustado x̂2i obtenemos los residuos ǫ̂i.
2.ª etapa: Regresamos yi sobre el modelo original añadiendo los residuos estimados en la primer etapa:
yi = π0 + π1x1i + π2x2i + π3ǫ̂i + vi
Al igual que ocurría con 2SLS, los errores estándar que obtenemos en la segunda etapa no son válidos a
menos que todas las variables sean exógenas.
Contrastamos la hipótesis nula de que x2i es exógena. Bajo exogeneidad, el coeficiente del residuo de la
primera etapa no debería ser significativo, H0 : π3 = 0. Si rechazamos H0, encontramos evidencia en contra
de la exogeneidad de x2i, y por tanto en contra de estimar el modelo por OLS. Para poder llevar a cabo este
contraste es necesario contar con un instrumento exógeno.
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Si en lugar de una variable endógena tuviésemos varias, en la primera etapa calcularíamos los residuos
correspondientes a cada regresión, y en la segunda etapa tendríamos que calcular el estadístico F en lugar del
estadístico t.
Contrastes sobre la validez de los instrumentos
Si tenemos más instrumentos que variables endógenas, podemos usarlos todos o optar por usar solamente
una parte de ellos. Si todos los instrumentos son válidos, al incluirlos en nuestro modelo mejoraríamos la
precisión del estimador 2SLS y reduciríamos su error estándar.
Contraste de relevancia
Supongamos que en el modelo de referencia tenemos varios instrumentos disponibles z1i,. . . ,zmi para el
regresor potencialmente endógeno x2i. Para analizar la relevancia de los instrumentos, estimamos la siguiente
ecuación auxiliar:
yi = β0 + β1x1i + γ1z1i + ... + γmzmi + ǫi
Se contrasta la hipótesis nula de que los coeficientes de los instrumentos son conjuntamente iguales a cero:
H0 : γ1 = ... = γm = 0
El estadístico F correspondiente da una medida de la información incluida en los instrumentos. Los
instrumentos serán débiles (weak instruments) si explican una pequeña proporción de la variación de x2i
(regla práctica sencilla: F menor que 10).
Si los instrumentos son débiles, los estimadores 2SLS estarán sesgados y cualquier inferencia estadística
basada en ellos no será correcta (los estadísticos t y los intervalos de confianza serán poco fiables). Este
problema persiste incluso en muestras grandes.
Si se tienen varios instrumentos, se suele proceder descartando el más débil y con los restantes volver a
realizar el análisis hasta encontrar un subconjunto de instrumentos que se puedan considerar relevantes.
Contraste de sobreidentificación
Si dudamos sobre la exogeneidad de algunos de nuestros instrumentos, incluirlos en el modelo podría
causar la inconsistencia del estimador 2SLS. Si el modelo está exactamente identificado, no es posible
contrastar la exogeneidad de los instrumentos. Sin embargo, si disponemos de más instrumentos que variables
endógenas, es posible realizar un contraste que se llama de sobreidentificación (contraste de Sargan) que
resulta extremadamente útil. Se trata de un contraste sobre la exogeneidad de los instrumentos adicionales
(sobre los que tenemos dudas) bajo el supuesto de que existen suficientes instrumentos válidos para identificar
los parámetros de interés que corresponden a las variables endógenas.
El procedimiento es el siguiente:
• 1.ª etapa: se estima el modelo original via 2SLS y se obtienen los residuos ǫ̂i.
• 2.ª etapa: usando OLS, regresamos los residuos ǫ̂i sobre todas las variables exógenas del modelo y
calculamos R2. En nuestro ejemplo:
ǫ̂i = δ0 + δ1z1i + ... + δmzmi + δm+1x1i + ui
El estadístico para el contraste es NR2, que bajo la hipótesis nula de que los instrumentos son exógenos
verifica:
LM = NR2 →d χ
2
r
donde r es el número de instrumentos adicionales (el grado de sobreidentificación), esto es el número de
instrumentos menos el número de regresores endógenos, r = q − k. En nuestro ejemplo, r = m − 1.
5
Ejemplo 1 (Tasa de retorno de la Educación: Salarios de las mujeres
casadas)





## [1] "admnrev" "affairs" "airfare" "alcohol"
## [5] "apple" "athlet1" "athlet2" "attend"
## [9] "audit" "barium" "beauty" "benefits"
## [13] "beveridge" "big9salary" "bwght" "bwght2"
## [17] "campus" "card" "cement" "ceosal1"
## [21] "ceosal2" "charity" "consump" "corn"
## [25] "cps78_85" "cps91" "crime1" "crime2"
## [29] "crime3" "crime4" "discrim" "driving"
## [33] "earns" "elem94_95" "engin" "expendshares"
## [37] "ezanders" "ezunem" "fair" "fertil1"
## [41] "fertil2" "fertil3" "fish" "fringe"
## [45] "gpa1" "gpa2" "gpa3" "happiness"
## [49] "hprice1" "hprice2" "hprice3" "hseinv"
## [53] "htv" "infmrt" "injury" "intdef"
## [57] "intqrt" "inven" "jtrain" "jtrain2"
## [61] "jtrain3" "k401k" "k401ksubs" "kielmc"
## [65] "lawsch85" "loanapp" "lowbrth" "mathpnl"
## [69] "meap00_01" "meap01" "meap93" "minwage"
## [73] "mlb1" "mroz" "murder" "nbasal"
## [77] "nyse" "okun" "openness" "pension"
## [81] "phillips" "pntsprd" "prison" "prminwge"
## [85] "rdchem" "rdtelec" "recid" "rental"
## [89] "return" "saving" "sleep75" "slp75_81"
## [93] "smoke" "traffic1" "traffic2" "twoyear"
## [97] "volat" "vote1" "vote2" "voucher"
## [101] "wage1" "wage2" "wagepan" "wageprc"
## [105] "wine"
El capítulo 15 se refiere al tema de variables instrumentales. El Ejemplo 15.1 analiza los rendimientos de la
educación para las mujeres casadas utilizando el fichero de datos mroz.
data("mroz")
str(mroz)
## 'data.frame': 753 obs. of 22 variables:
## $ inlf : int 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ...
## $ hours : int 1610 1656 1980 456 1568 2032 1440 1020 1458 1600 ...
## $ kidslt6 : int 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 ...
## $ kidsge6 : int 0 2 3 3 2 0 2 0 2 2 ...
## $ age : int 32 30 35 34 31 54 37 54 48 39 ...
## $ educ : int 12 12 12 12 14 12 16 12 12 12 ...
## $ wage : num 3.35 1.39 4.55 1.1 4.59 ...
## $ repwage : num 2.65 2.65 4.04 3.25 3.6 ...
## $ hushrs : int 2708 2310 3072 1920 2000 1040 2670 4120 1995 2100 ...
## $ husage : int 34 30 40 53 32 57 37 53 52 43 ...
## $ huseduc : int 12 9 12 10 12 11 12 8 4 12 ...
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## $ huswage : num 4.03 8.44 3.58 3.54 10 ...
## $ faminc : num 16310 21800 21040 7300 27300 ...
## $ mtr : num 0.721 0.661 0.692 0.781 0.622 ...
## $ motheduc: int 12 7 12 7 12 14 14 3 7 7 ...
## $ fatheduc: int 7 7 7 7 14 7 7 3 7 7 ...
## $ unem : num 5 11 5 5 9.5 7.5 5 5 3 5 ...
## $ city : int 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0 ...
## $ exper : int 14 5 15 6 7 33 11 35 24 21 ...
## $ nwifeinc: num 10.9 19.5 12 6.8 20.1 ...
## $ lwage : num 1.2102 0.3285 1.5141 0.0921 1.5243 ...
## $ expersq : int 196 25 225 36 49 1089 121 1225 576 441 ...
## - attr(*, "datalabel")= chr ""
## - attr(*, "time.stamp")= chr "25 Jun 2011 23:03"
## - attr(*, "formats")= chr "%9.0g" "%9.0g" "%9.0g" "%9.0g" ...
## - attr(*, "types")= int 251 252 251 251 251 251 254 254 252 251 ...
## - attr(*, "val.labels")= chr "" "" "" "" ...
## - attr(*, "var.labels")= chr "=1 if in lab frce, 1975" "hours worked, 1975" "# kids < 6 years" "# kids
## - attr(*, "version")= int 10
names(mroz)
## [1] "inlf" "hours" "kidslt6" "kidsge6" "age" "educ"
## [7] "wage" "repwage" "hushrs" "husage" "huseduc" "huswage"
## [13] "faminc" "mtr" "motheduc" "fatheduc" "unem" "city"
## [19] "exper" "nwifeinc" "lwage" "expersq"
attributes(mroz)$var.labels
## [1] "=1 if in lab frce, 1975" "hours worked, 1975"
## [3] "# kids < 6 years" "# kids 6-18"
## [5] "woman's age in yrs" "years of schooling"
## [7] "est. wage from earn, hrs" "rep. wage at interview in 1976"
## [9] "hours worked by husband, 1975" "husband's age"
## [11] "husband's years of schooling" "husband's hourly wage, 1975"
## [13] "family income, 1975" "fed. marg. tax rte facing woman"
## [15] "mother's years of schooling" "father's years of schooling"
## [17] "unem. rate in county of resid." "=1 if live in SMSA"
## [19] "actual labor mkt exper" "(faminc - wage*hours)/1000"
## [21] "log(wage)" "exper^2"
Realizamos una rápida inspección de los datos. ¿Por qué el salario medio de las mujeres que no participan en










## # A tibble: 2 x 2
## inlf `mean(lwage, na.rm = TRUE)`
## <int> <dbl>
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## 1 0 NaN
## 2 1 1.19
Exploramos si nuestra base de datos contiene missing values en las demás variables.
has_na <- sapply(mroz, function(x) any(is.na(x)))
has_na
## inlf hours kidslt6 kidsge6 age educ wage repwage
## FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE TRUE FALSE
## hushrs husage huseduc huswage faminc mtr motheduc fatheduc
## FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE
## unem city exper nwifeinc lwage expersq
## FALSE FALSE FALSE FALSE TRUE FALSE
count_na <- sapply(mroz, function(x) sum(is.na(x)))
count_na
## inlf hours kidslt6 kidsge6 age educ wage repwage
## 0 0 0 0 0 0 325 0
## hushrs husage huseduc huswage faminc mtr motheduc fatheduc
## 0 0 0 0 0 0 0 0
## unem city exper nwifeinc lwage expersq
## 0 0 0 0 325 0
¿Cómo espera que evolucione el salario (mediano) a medida que aumentan los años de estudio?
plot(lwage ~ educ, data = mroz)















boxplot(lwage~cut(educ, breaks = 5), data=mroz)









En primer lugar, calculamos el estimador OLS utilizando el comando lm.




## lm(formula = lwage ~ educ, data = mroz, subset = (inlf == 1))
##
## Residuals:
## Min 1Q Median 3Q Max
## -3.10256 -0.31473 0.06434 0.40081 2.10029
##
## Coefficients:
## Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
## (Intercept) -0.1852 0.1852 -1.000 0.318
## educ 0.1086 0.0144 7.545 2.76e-13 ***
## ---
## Signif. codes: 0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
##
## Residual standard error: 0.68 on 426 degrees of freedom
## Multiple R-squared: 0.1179, Adjusted R-squared: 0.1158
## F-statistic: 56.93 on 1 and 426 DF, p-value: 2.761e-13








## lm(formula = lwage ~ educ, data = misdatos1)
##
## Residuals:
## Min 1Q Median 3Q Max
## -3.10256 -0.31473 0.06434 0.40081 2.10029
##
## Coefficients:
## Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
## (Intercept) -0.1852 0.1852 -1.000 0.318
## educ 0.1086 0.0144 7.545 2.76e-13 ***
## ---
## Signif. codes: 0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
##
## Residual standard error: 0.68 on 426 degrees of freedom
## Multiple R-squared: 0.1179, Adjusted R-squared: 0.1158
## F-statistic: 56.93 on 1 and 426 DF, p-value: 2.761e-13
misdatos2 <- mroz[complete.cases(mroz),]




## lm(formula = lwage ~ educ, data = misdatos2)
##
## Residuals:
## Min 1Q Median 3Q Max
## -3.10256 -0.31473 0.06434 0.40081 2.10029
##
## Coefficients:
## Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
## (Intercept) -0.1852 0.1852 -1.000 0.318
## educ 0.1086 0.0144 7.545 2.76e-13 ***
## ---
## Signif. codes: 0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
##
## Residual standard error: 0.68 on 426 degrees of freedom
## Multiple R-squared: 0.1179, Adjusted R-squared: 0.1158
## F-statistic: 56.93 on 1 and 426 DF, p-value: 2.761e-13
with(misdatos1,summary(misdatos1[,-18]))
## inlf hours kidslt6 kidsge6
## Min. :1 Min. : 12.0 Min. :0.0000 Min. :0.00
## 1st Qu.:1 1st Qu.: 609.5 1st Qu.:0.0000 1st Qu.:0.00
## Median :1 Median :1365.5 Median :0.0000 Median :1.00
## Mean :1 Mean :1302.9 Mean :0.1402 Mean :1.35
## 3rd Qu.:1 3rd Qu.:1910.5 3rd Qu.:0.0000 3rd Qu.:2.00
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## Max. :1 Max. :4950.0 Max. :2.0000 Max. :8.00
## age educ wage repwage
## Min. :30.00 Min. : 5.00 Min. : 0.1282 Min. :0.000
## 1st Qu.:35.00 1st Qu.:12.00 1st Qu.: 2.2626 1st Qu.:1.420
## Median :42.00 Median :12.00 Median : 3.4819 Median :3.195
## Mean :41.97 Mean :12.66 Mean : 4.1777 Mean :3.186
## 3rd Qu.:47.25 3rd Qu.:14.00 3rd Qu.: 4.9707 3rd Qu.:4.550
## Max. :60.00 Max. :17.00 Max. :25.0000 Max. :9.980
## hushrs husage huseduc huswage
## Min. : 175 Min. :30.00 Min. : 4.00 Min. : 0.5128
## 1st Qu.:1920 1st Qu.:38.00 1st Qu.:11.00 1st Qu.: 4.8217
## Median :2106 Median :45.00 Median :12.00 Median : 6.6831
## Mean :2233 Mean :44.61 Mean :12.61 Mean : 7.2262
## 3rd Qu.:2504 3rd Qu.:51.00 3rd Qu.:16.00 3rd Qu.: 8.8378
## Max. :5010 Max. :60.00 Max. :17.00 Max. :26.5780
## faminc mtr motheduc fatheduc
## Min. : 2400 Min. :0.4415 Min. : 0.000 Min. : 0.000
## 1st Qu.:16286 1st Qu.:0.6215 1st Qu.: 7.000 1st Qu.: 7.000
## Median :21961 Median :0.6915 Median :10.000 Median : 7.000
## Mean :24130 Mean :0.6683 Mean : 9.516 Mean : 8.988
## 3rd Qu.:29793 3rd Qu.:0.7215 3rd Qu.:12.000 3rd Qu.:12.000
## Max. :91044 Max. :0.9415 Max. :17.000 Max. :17.000
## unem exper nwifeinc lwage
## Min. : 3.000 Min. : 0.00 Min. :-0.02906 Min. :-2.0542
## 1st Qu.: 7.500 1st Qu.: 7.00 1st Qu.:12.36525 1st Qu.: 0.8165
## Median : 7.500 Median :12.00 Median :17.08000 Median : 1.2476
## Mean : 8.546 Mean :13.04 Mean :18.93748 Mean : 1.1902
## 3rd Qu.:11.000 3rd Qu.:18.00 3rd Qu.:23.51500 3rd Qu.: 1.6036
## Max. :14.000 Max. :38.00 Max. :91.00000 Max. : 3.2189
## expersq
## Min. : 0.0
## 1st Qu.: 49.0
## Median : 144.0
## Mean : 234.7
## 3rd Qu.: 324.0
## Max. :1444.0
#with(misdatos1,split(misdatos1,misdatos1))
El paquete AER contiene el comando ivreg que permite calcular el estimador de IV. Su funcionamiento es




## [1] "dispersiontest" "ivreg" "ivreg.fit" "tobit"
Sospechamos que la variable educ es endógena y buscamos candidatos para instrumentar el nivel educativo.
Los instrumentos. . .
1. . . . tienen que estar correlacionados con la variable endógena
2. . . . pero NO con la variable omitida (incluida en el término de error)
En la base de datos hay tres posibles candidatos:
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boxplot(educ ~ cut(huseduc, breaks = 6), data=mroz)





































Comprobamos si se cumple el punto 1:
cor.test(mroz$educ, mroz$huseduc)
##
## Pearson's product-moment correlation
##
## data: mroz$educ and mroz$huseduc
## t = 21.204, df = 751, p-value < 2.2e-16
## alternative hypothesis: true correlation is not equal to 0







## Pearson's product-moment correlation
##
## data: mroz$educ and mroz$motheduc
## t = 13.252, df = 751, p-value < 2.2e-16
## alternative hypothesis: true correlation is not equal to 0








## Pearson's product-moment correlation
##
## data: mroz$educ and mroz$fatheduc
## t = 13.521, df = 751, p-value < 2.2e-16
## alternative hypothesis: true correlation is not equal to 0





Calculamos el estimador IV (mínimos cuadrados en dos etapas) de modo automático con el comando ivreg:




## ivreg(formula = lwage ~ educ | fatheduc + huseduc + motheduc,
## data = mroz, subset = (inlf == 1))
##
## Residuals:
## Min 1Q Median 3Q Max
## -3.05569 -0.33077 0.06042 0.41166 2.07726
##
## Coefficients:
## Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
## (Intercept) 0.25721 0.28381 0.906 0.36530
## educ 0.07370 0.02227 3.310 0.00101 **
##
## Diagnostic tests:
## df1 df2 statistic p-value
## Weak instruments 3 424 104.036 <2e-16 ***
## Wu-Hausman 1 425 4.370 0.0372 *
## Sargan 2 NA 1.416 0.4926
## ---
## Signif. codes: 0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
##
## Residual standard error: 0.6847 on 426 degrees of freedom
## Multiple R-Squared: 0.1057, Adjusted R-squared: 0.1036
## Wald test: 10.96 on 1 and 426 DF, p-value: 0.001013
Si comparamos el estimador OLS y el estimador de IV de la variable educ vemos que el estimador OLS














## educ 0.109*** 0.074***
## (0.014) (0.022)
##




## Observations 428 428
## R2 0.118 0.106
## =========================================
## Note: *p<0.1; **p<0.05; ***p<0.01
Si sospechamos que nuestro modelo puede presentar heterocedasticidad, realizamos el contraste de Breusch-
Pagan. La hipótesis nula es H0 : Homocedasticidad. La librería lmtest incluye el comando bptest que





## studentized Breusch-Pagan test
##
## data: modelo.lm
## BP = 0.30859, df = 1, p-value = 0.5785
Como rechazamos la hipótesis nula de homocedasticidad, necesitamos un estimador robusto de la matriz
de varianzas-covarianzas. Para calcular errores estándar robustos a heterocedasticidad podemos utilizar los






## t test of coefficients:
##
## Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
## (Intercept) -0.185197 0.170349 -1.0872 0.2776
## educ 0.108649 0.013384 8.1178 5.149e-15 ***
## ---
## Signif. codes: 0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
lmtest::coeftest(modelo.lm, vcov=vcovHC, type="HC0")
##
## t test of coefficients:
##
## Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
## (Intercept) -0.185197 0.170349 -1.0872 0.2776
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## educ 0.108649 0.013384 8.1178 5.149e-15 ***
## ---
## Signif. codes: 0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1




## t test of coefficients:
##
## Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
## (Intercept) -0.185197 0.171834 -1.0778 0.2817
## educ 0.108649 0.013506 8.0447 8.665e-15 ***
## ---
## Signif. codes: 0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
lmtest::coeftest(modelo.lm, vcov=vcovHC, type="HC3")
##
## t test of coefficients:
##
## Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
## (Intercept) -0.185197 0.171834 -1.0778 0.2817
## educ 0.108649 0.013506 8.0447 8.665e-15 ***
## ---
## Signif. codes: 0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1




## ivreg(formula = lwage ~ educ | fatheduc + huseduc + motheduc,
## data = mroz, subset = (inlf == 1))
##
## Residuals:
## Min 1Q Median 3Q Max
## -3.05569 -0.33077 0.06042 0.41166 2.07726
##
## Coefficients:
## Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
## (Intercept) 0.2572 0.2817 0.913 0.36176
## educ 0.0737 0.0224 3.291 0.00108 **
##
## Diagnostic tests:
## df1 df2 statistic p-value
## Weak instruments 3 424 102.264 <2e-16 ***
## Wu-Hausman 1 425 5.181 0.0233 *
## Sargan 2 NA 1.416 0.4926
## ---
## Signif. codes: 0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
##
## Residual standard error: 0.6847 on 426 degrees of freedom
## Multiple R-Squared: 0.1057, Adjusted R-squared: 0.1036
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## Wald test: 10.83 on 1 and 426 DF, p-value: 0.001082
A continuación realizamos la diagnosis de nuestro modelo. En primer lugar tenemos que determinar si tenemos
un problema de variables endógenas. Atendiendo al contaste de Wu-Hausman, con un p − value = 0.0233
rechazamos la hipótesis nula de exogeneidad al 5%, pero no al 1%. Por tanto, si establecemos un nivel de
confianza del 5%, tendremos que utilizar el estimador IV porque el estimador OLS no será consistente.
Por último, tenemos que analizar la validez de nuestros instrumentos. El contraste de relevancia (weak
instruments) con un p − value < 2e − 16 nos indica que rechazamos H0 y que, por tanto, los tres instrumentos
utilizados son relevantes. Además, el contraste de Sargan arroja un p − value = 0.4926, esto es, aceptamos la
hipótesis nula de que los tres instrumentos son exógenos.
Referencias
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Ejercicio 4.1. El conjunto de datos bwght de la libreŕıa de R wooldridge contiene datos sobre alumbramien-
tos relativos a mujeres de Estados Unidos en 1988. Las dos variables de interés son la variable dependiente
del peso de los bebés al nacer medido en onzas (bwght) y una variable explicativa, la media de cigarrillos
que la madre fumó al d́ıa durante el embarazo (cigs).
1. Una onza equivale a 28.35 gramos, por ende 125 onzas es aproximadamente 3.54 kilogramos. A partir
de la variable bwght cree la variable bwghtkg que representa el peso al nacer expresado en kilogramos.
Explore dicha variable.
2. ¿Qué fracción de las mujeres de la muestra no fuma durante el embarazo?
3. Utilice el contraste de Welch para determinar si podemos aceptar la hipótesis nula de que las muestras
de mujeres fumadoras y no fumadoras presentan medias iguales y no tienen diferencias significativas.
4. Estime mediante mı́nimos cuadrados ordinarios (MCO) el siguiente modelo de regresión:
bwhghtkgi = β0 + β1cigsi + ui i = 1, . . . , n (1)
5. En los modelos de peso al nacer, para hacer frente a la endogeneidad de la decisión de dejar de fumar,
se suelen utilizar las poĺıticas de control del tabaco como instrumentos. Por lo tanto, podŕıamos usar
como instrumento cigprice, el precio medio de los cigarrillos en el estado de referencia.
a. Justifique la idoneidad del instrumento elegido.
b. Obtenga el estimador de mı́nimos cuadrados en dos etapas (MC2E) de forma manual y utilizando
el comando ivreg de la libreŕıa AER de R. ¿Obtiene el mismo resultado?
c. ¿A qué conclusión llega comparando el estimador MC2E con el estimador MCO? ¿Qué ocurre con
los errores estándar estimados en la segunda etapa?
d. Realice la diagnosis del modelo para determinar si presenta o no heterocedasticidad.
e. Realice la diagnosis del modelo para determinar si presenta o no endogeneidad. En base a los
contrastes realizados, ¿continúa avalando la elección del instrumento? ¿Se esperaba el resultado
obtenido con el contraste de Sargan? Razone brevemente su respuesta.
6. Re-estime (1) utilizando como variable explicativa el número de paquetes que fuma la madre (packs)
en lugar de cigs.
a. Si los cigarrillos son un bien de consumo normal, la relación entre packs y cigrpice se espera
que sea negativa, lo que lo convertiŕıa en un buen candidato a instrumento. Compruebe si dicha
afirmación es cierta para la muestra dada.
b. Obtenga el estimador MC2E utilizando cigrpice como instrumento para packs. ¿Cómo se relaciona
esta resultado con el obtenido en el apartado anterior?
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Ejercicio 4.2. El fichero card de la libreŕıa de R wooldridge contiene datos extráıdos de la National Lon-
gitudinal Survey of Youth Cohort (NLSY). Se trata de una encuesta longitudinal de Estados Unidos que
comenzó en 1966 con 5225 varones de entre 14-24 años a los que se les entrevistó, de forma continuada cada
uno o dos años, hasta 1981. Como muchas de las encuestas realizadas a mitad de los años 60, NLSYM no
fue una muestra aleatoria de la población estadounidense: más bien, fueron sobremuestreados varones que
viv́ıan en barrios con una alta concentración de residentes no-blancos.
Utilizaremos este conjunto de datos para estimar el rendimiento de la educación a partir de la siguiente
especificación de la ecuación de salarios:
log(wage)i = β1 + β2educi +
m∑
j=2
βjxji + ui i = 1, . . . , n (2)
donde log(wage)i es el logaritmo del salario por hora, educi son los años de educación escolar, y xji son un
conjunto de variables de control que determinan potencialmente el salario del individuo. En particular, se
incluyen: i) la experiencia y su cuadrado; ii) la raza (igual a 1 si raza negra, black = 1); iii) la pertenencia
a una de las áreas estad́ısticas metropolitanas del páıs (smsa = 1); iv) región sur del páıs (south = 1) ; v)
otras variables ficticias geográficas: smsa66 y reg662− reg669.
1. Estime mediante MCO la equación (2).
2. Permitimos que la educación sea endógena y la instrumentamos con:
Caso 1 la variable dicotómica nearc4, que indica si el joven creció cerca de una universidad (programa
de 4 años).
Caso 2 El nivel educativo del padre fatheduc y nearc4.
Caso 3 Los niveles educativos de ambos progenitores fatheduc y motheduc) y nearc4.
Para cada caso:
a. Justifique la idoneidad de los candidatos para ser instrumentos.
b. Obtenga el estimador de mı́nimos cuadrados en dos etapas (MC2E) de forma manual y utilizando
el comando ivreg de la libreŕıa AER de R. ¿Obtiene el mismo resultado?
c. ¿A qué conclusión llega comparando el estimador MC2E con el estimador MCO? ¿Qué ocurre con
los errores estándar estimados en la segunda etapa?
d. Realice la diagnosis del modelo para determinar si presenta o no heterocedasticidad.
e. Realice la diagnosis del modelo para determinar si presenta o no endogeneidad. Discuta la idonei-
dad de los instrumentos elegidos en base a los resultados de los contrastes realizados.
3. Para una submuestra de hombres, disponemos de información adicional sobre la puntuación de su
coeficiente intelectual (IQ score). Realice para dicha submuestra una regresión de IQ sobre nearc4
para determinar si la media de las puntuaciones IQ vaŕıa dependiendo de si el individuo creció cerca
o no de una universidad.
4. Repita la regresión anterior pero controlando por el conjunto de variables del punto (v). ¿Están
relacionadas IQ y nearc4 después de que hayamos controlado por la localización geográfica? ¿Cómo
reconcilia este resultado con el obtenido para el Caso 1?
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Ejercicio 4.3. El fichero wage2 de la libreŕıa de R wooldridge contiene datos extráıdos de la encuesta lon-
gitudinal NLSY descrita en el problema anterior. Utilizaremos esta base de datos para tratar de estimar el
rendimiento de la ecuación para los varones.
Partimos de una especificación simple de la ecuación de salarios:
log(wage)i = γ1 + γ2educi + ui i = 1, . . . , n (3)
1. Estime por MCO el modelo de regresión dado por (3). Realice la diagnosis del modelo y determine si
hay heterocedasticidad.
2. Utilizamos sibs como variable instrumental para estimar el rendimiento de la educación.
a. Justifique la idoneidad del instrumento elegido.
b. Obtenga el estimador de mı́nimos cuadrados en dos etapas (MC2E) de forma manual y utilizando
el comando ivreg de la libreŕıa AER de R. ¿Obtiene el mismo resultado?
c. ¿A qué conclusión llega comparando el estimador MC2E con el estimador MCO? ¿Qué ocurre con
los errores estándar estimados en la segunda etapa?
d. ¿Coincide el resultado de la estimación de la primera etapa con la suposición que hab́ıa hecho en
el apartado (a)?
e. Compruebe que utilizar sibs como variable instrumental no es lo mismo que incluir sibs directa-
mente en (3) como variable explicativa. Para ello estime por MCO el siguiente modelo y explique
el resultado:
log(wage)i = β1 + β2sibsi + ui i = 1, . . . , n
3. La variable brthord es el orden de nacimiento (brthord es 1 para el primer hijo, 2 para el segundo niño,
y aśı sucesivamente). Explica por qué educ y brthord podŕıan estar negativamente correlacionadas.
Regresar educ en brthord para determinar si existe una correlación negativa estad́ısticamente significa-
tiva.
4. Use brthord como variable instrumental para la educación en la ecuación (3). Interprete el resultado.
5. Incluya ahora el número de hermanos como una variable explicativa en la ecuación de salarios (3) para
controlar, en cierto modo, por el contexto familiar:
log(wage)i = β1 + β2educi + β3sibsi + ǫi i = 1, . . . , n (4)
Queremos usar brthord como instrumento para educ, y suponemos que sibs es exógena. La forma
reducida de educ viene dada por la siguiente regresión auxiliar en la primera etapa:
educi = α1 + α2brthordi + α3sibsi + vi i = 1, . . . , n (5)
Indique y contraste el supuesto de identificación.
6. Estime (4) utilizando brthord como variable instrumental para educ, mientras que sibs actúa como
instrumento para śı misma. Comente SE(β̂2) y SE(β̂3).
7. Usando el valor estimado de la educación (êduci ) obtenido a partir de la ecuación (5), calcule la
correlación entre êduc y sibs. Utilice este resultado para explicar el resultado obtenido en el apartado
anterior.
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